Wykorzystanie programu Cabri II                                                                          na lekcjach dotyczących pochodnej funkcji

Jarosław Cirko


W liceum zagadnienia związane z pochodną funkcji traktuje się dość szeroko,            ale w znacznym stopniu w sposób rachunkowy. Tymczasem położenie mocniejszego akcentu na geometryczną interpretację tego pojęcia uruchamia wzrokową percepcję u uczniów, a co  za tym idzie uatrakcyjnia te zagadnienia i powoduje ich lepsze zrozumienie. 


W graficznym ujmowaniu tych treści może pomóc program Cabri II. Utworzymy na jednym rysunku za pomocą tego programu wykres dowolnej funkcji (na rysunkach jest to wielomian f(x)=x4-2x3-x2+x+1) wraz ze styczną i wykres jej pochodnej. W tym celu na ekranie z układem współrzędnych (opcja Pokaż osie) konstruujemy odcinek KL (opcja Odcinek), a na osi OX obieramy punkt X (opcja Punkt na obiekcie). Wykorzystując opcję Cyrkiel, tworzymy okrąg o środku w punkcie X i promieniu równym odcinkowi KL. Wyznaczamy punkty przecięcia A i B tego okręgu z osią OX za pomocą opcji Punkt przecięcia (rys. 1).
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Rys. 1

Teraz okrąg można już ukryć. Wyznaczamy współrzędne (opcja Równania i współrzędne) punktów A, X, B. Wykorzystując opcję Kalkulator obliczamy wartości funkcji f odpowiadające argumentom, które są odciętymi punktów A, X, B (wskazaną na ekranie współrzędną punktu kalkulator oznaczy przez a – rys.2) i przenosimy myszą wyniki na ekran.

[image: image5.png]vetria Cabri Il - [Figura #1]

EEENC NS





Rys. 2

Uzyskane wyniki przenosimy przy pomocy opcji Przeniesienie miary na oś OY i w ten sposób otrzymujemy na tej osi punkty, których rzędne są równe tym wynikom (przyjmijmy, że są to odpowiednio punkty A1, X1, B1). Współrzędne punktów A, X, B oraz uzyskane na kalkulatorze wyniki można teraz ukryć. Następnie na zasadzie konstrukcji równoległoboku, przy wykorzystaniu opcji Środek i Symetria środkowa, znajdujemy punkty (a, f(a)),           (x, f(x)), (b, f(b)) wykresu funkcji f, gdzie a, x, b są odciętymi punktów A, X, B (np. punkt   (a, f(a)) uzyskamy odbijając początek układu współrzędnych względem środka odcinka AA1). Wykres funkcji f uzyskujemy z pomocą opcji Miejsce geometryczne wskazując punkt        (x, f(x)), a następnie punkt X. Aby wykres był „gładki” warto wcześniej zmienić w opcji menu Opcje/Format/Opcje m. geom. liczbę obiektów z 50 na 1000 [1]. Przez punkty         (a, f(a)), (b, f(b)) prowadzimy sieczną. Sieczna „stanie się” styczną (oczywiście                      w przybliżeniu), gdy punkt L zbliżymy do punktu K tak, aby odcinek KL miał długość bliską zeru [2]. Ta konstrukcja doskonale ukazuje pojęcie stycznej.

Na tym etapie konstrukcji zatrzymajmy się na chwilę. Mamy skonstruowany wykres funkcji f wraz ze styczną, której zmianę położenia można obserwować dzięki przesuwaniu uchwyconego myszą punktu X po osi OX (rys. 3 i 4). Można tu postawić uczniowi kilka problemów, np.:

a) czy wykres funkcji ma styczne, które są równoległe?

b) w ilu punktach pochodna funkcji f przyjmuje wartość –2?

c) które wartości pochodnej funkcji f są przyjmowane w trzech różnych punktach?

Wykorzystanie programu Cabri II można w zależności od sytuacji proponować przed lub po próbie rozwiązania tych problemów bez pomocy komputera [3]. W podpunktach b) i c) skorzystamy z możliwości wyznaczenia równania stycznej (opcja Równania i współrzędne) i obserwacji jego zmian w zależności od położenia stycznej.
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Rys. 3
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Rys. 4

Utworzymy teraz wykres pochodnej funkcji f. W tym celu mierzymy (opcja Miara kąta) w radianach kąt stycznej z osią OX (trzeba zadbać o ustawienie                                     w opcji menu Opcje/Format/Dokładność i jednostki), zaznaczając wcześniej trzy punkty definiujące go. Warto zaznaczyć je tak, aby w czasie zmiany położenia stycznej wyznaczały one cały czas właściwy kąt (pierwszy punkt obieramy odpowiednio „daleko” na osi OX, a trzeci np. jako punkt przecięcia stycznej z prostą y = 1). Następnie na kalkulatorze obliczamy tangens zmierzonego kąta i wynik przenosimy myszą na ekran, a później przy pomocy opcji Przeniesienie miary na oś OY. Podobnie jak wcześniej na zasadzie konstrukcji równoległoboku tworzymy punkt C, którego odcięta jest równa odciętej punktu X, a rzędna – obliczonemu tangensowi. Jest to oczywiście punkt należący do wykresu pochodnej funkcji f '. Pełny wykres uzyskujemy za pomocą opcji Miejsce geometryczne. Wyznaczamy współrzędne punktu C. Przesuwając punkt X po osi OX, można obserwować, oprócz zmiany położenia stycznej i jej równania, także zmiany współrzędnych punktu C. Widać, że rzędna tego punktu jest równa współczynnikowi kierunkowemu stycznej (rys. 5). 
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Rys. 5

Warto w tym momencie powrócić do problemów b) i c) i przeanalizować je bez odwołania się do stycznej. Poza tym mając równocześnie narysowane wykresy funkcji f i f ' można obserwować ich wzajemne zależności. 

Uwzględniając postawione sobie cele pozostawiamy widoczne tylko te elementy konstrukcji, które są nam potrzebne. Aby konstrukcję wygodniej powtarzać dla różnych przykładów funkcji, można poszczególne etapy zapisać jako makrokonstrukcje. 


Konstrukcja taka może być wykorzystana przy wprowadzaniu pojęcia pochodnej jako funkcji, gdy uczniowie znają już pojęcie pochodnej funkcji w punkcie i jej interpretację geometryczną. W zależności od postawionych celów można z uczniami wykonać całą konstrukcję lub tylko pewien fragment, albo też wcześniej przygotowane konstrukcje wykorzystać do stawiania problemów podobnych do a), b), c). 


Można też wykorzystać przygotowane na kilku starannie dobranych przykładach ostateczne efekty konstrukcji w celu pobudzenia uczniów do samodzielnego zauważania zależności między wykresami funkcji f i f ' i odkrycia twierdzeń dotyczących związków między monotonicznością funkcji a znakiem jej pochodnej, a także warunków istnienia ekstremum funkcji różniczkowalnej.  
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