Symulacja ruchu w arkuszu kalkulacyjnym

Metody numeryczne, których idea pochodzi od Izaka Newtona umożliwiają obliczenie, z pewną dokładnością, wielkości, których metodami rozwiązywania równań algebraicznych nie da się rozwiązać, np. ruch satelity w wyniku oddziaływania na niego Słońca, Ziemi i Księżyca, które też się poruszają.

Przyjmujemy następujące zasady:

· czas (oś rzędnych) dzieli się na małe odcinki,

· zakłada się, że w czasie jednego odcinka czasu wartości funkcji nie zmieniają się,

· wartość funkcji w następnym odcinku czasu wylicza się według zasad:

· nowa wartość= poprzednia wartość + przyrost, lub

· nowa wartość jest obliczana na podstawie danych z poprzedniego docinka czasu.

 Wynikiem takich obliczeń jest tabelka analizowanych wielkości. Do wykonania potrzebnych obliczań i prezentacji wyników idealnie nadaje się arkusz kalkulacyjny.

Zadanie 1.

Upuszczone z wysokości 2m ciało (spadanie swobodne) porusza się ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem g=10m/s2. Jak zmienia się w czasie położenie i prędkość ciała spadającego swobodnie? 

Opracuj arkusz przedstawiający zależność położenia i prędkości ciała od czasu.

Przedstawmy teraz analizę w stylu numerycznym tego fizycznego problemu, opis słowny oraz wzory, w nawiasach zamieściłem symbole wielkości:

· Położenie(x) =poprzednie położenie (px) +przyrost położenia(dx) 

· Przyrost położenia(dx) = prędkość(v) * przyrost czasu(dt)
- przy założeniu niezmienności prędkości w odcinku czasu,

· Prędkość(v) = poprzednia prędkość(pv) + przyrost prędkości (dv)

· Przyrost prędkości(dv) = przyspieszenie(a) * przyrost czasu(dt)
- przy założeniu niezmienności przyspieszenia w odcinku czasu.

Symbolami:


x= px +dx


dx= v* dt


x = px + v * dt


v = pv + dv


dv= a * dt

Po przekształceniu


x = px + v * dt


v = pv + a * dt

Stosujemy symbolikę, w której:


d – oznacza przyrost wielkości w ostatnim okresie (dt, dx, dv),


p – oznacza daną wielkość w poprzednim okresie (px, pv).

Otrzymane wzory są znane uczniom z fizyki ale w trochę innej postaci, bo tutaj odnoszą się do małych odcinków czasu a znane z fizyki do dowolnych odcinków czasu:


wzór określający położenie w ruchu jednostajnym  x=x0 + v*t,


wzór określający prędkość w ruchu jednostajnie przyspieszonym  v=v0 + a*t.

W zadaniach analizujemy położenie, a nie przebytą drogę, mówienie o położeniu a nie o przebytej drodze jest wygodniejsze a okaże się konieczne, gdy będziemy analizowali zagadnienie ruchu w dwóch wymiarach oraz gdy ciało porusza się po torze krzywoliniowym. W tym miejscu można użyć pojęcia droga zamiast, zmiana położenia, by odwołać się do fizyki i intuicji uczniów.

Równania zapisano postaci odwołania się do wartości poprzedniej, w przypadku wyjaśniania tego zagadnienia w szkole średniej z uczniami, którzy znają już z matematyki ciągi liczbowe można tłumaczyć, że są to ciągi liczbowe, można też przyjąć notację używaną w ciągach liczbowych.


xn=xn-1+vn-1*dt

Uczniowie mogą różnie rozwiązać to zagadnienie w arkuszu kalkulacyjnym. W załączonym arkuszu na stronie Zadanie1A jest przykładowe rozwiązanie, które opiszę.

Zapis “A10:  xxxxxx” oznacza, w komórce A10 wpisano  “xxxxxx”, zapis formuł odpowiada konwencji przyjętej w Excelu i StarOfice tzn. formuła rozpoczyna się od znaku “=”. Do pisania tekstu i arkuszy użyto programu StarOfice. Do publikacji w Internecie wyniki zapisano w formacie Microsoft Word i Excel.

Gdybyśmy w powyższych równaniach przyjęli jakąś wartość przedziału czasu np. 0,1s oraz podstawili wartość przyspieszenia do wzoru na prędkość, to poprzednie wzory przyjmują postać:



x=xp+v*0,1



v=vp+10*0,1

Zawsze gdy wyrażenie odwołuje się do poprzedniej wartości wyrażenia, to na początku trzeba przyjąć wartości początkowe tych wyrażeń.

Realizacja w arkuszu:

Tradycyjnie kilka górnych wierszy arkusza zostawiamy na umieszczenie w nich komentarzy, opisów i wartości stałych. Tabelę rozpoczynamy w 9 wierszu.

W tabeli umieścimy:


w wierszu 9 
- nagłówki kolumn,


w wierszu 10 
- wartości początkowe


w wierszu 11 i następnych - kolejne obliczane wartości analizowanych wartości,


w kolumnie A
- czas,


w kolumnie B
- położenie,


w kolumnie C
- prędkość.

Prędkość początkowa spadającego ciała jest równa zero, wysokość z której spada ciało 2m.

Formuły:

czas:

A10: 0



A11: =A10+0,1

przedziały czasu co 0,1 s

położenie:
B10: 2



B11: =B10+C10*0,1

prędkość:
C10: 0



C11: =C10+10*0,1

Celowo w wyrażeniu na prędkość zamieszczam wyrażenie 10*0,1, okaże się, że łatwiej będzie można przejść do następnej wersji formuł. Te proste formuły są pierwszymi “programami” komputerowymi pisanymi przez naszych uczniów i już teraz powinni uzmysłowić sobie, że program prawie nigdy nie powstaje już w końcowej postaci, ale wychodząc od prostej postaci ulega kolejnym udoskonaleniom.

Teraz należy przekopiować formuły z wiersza 11 do następnych np. 100 wierszy i już mamy gotowe dane. Powinniśmy sprawdzić czy otrzymane wyniki zgadzają się z wynikami obliczonymi w sposób tradycyjny. Droga przebyta przez spadające ciało wyrażona jest wzorem: s= g*t^2/2 (w zapisie liniowym).

Wpisane wyżej formuły są proponowanymi zazwyczaj przez uczniów, jeśli spojrzymy na wyniki, to okazuje się, że ciało zamiast spadać wznosi się z coraz większą prędkością. Dlaczego tak jest? Przyczyna tkwi w niekonsekwencji wyznaczenia zwrotu osi liczbowej. Jeżeli oś liczbowa ma zwrot ku górze (im wyżej tym położenie ma większą wartość), to przyspieszenie ziemskie skierowane w dół ma wartość ujemną.

Formuła po poprawie:


C11:   =C10+(-10)*0,1

Sprawdźmy poprawność modelu. Można wyznaczyć wzory na czas spadania ciała =pierwiastek(2*h/a), po wpisaniu w arkuszu otrzymujemy 0,63 s, z naszej tabelki wynika, że ciało spadnie w czasie mniejszym niż 0,7 s

Widzimy różnice w obliczeniach numerycznych i dokładnych, zazwyczaj tak jest. Czy można uniknąć niedokładności (nie nazywajmy przypadkiem tej różnicy błędem)? Ale jak? Z czego wynikają niedokładności? 

Oczywiście różnica wynika z przyjęcia, że w odcinkach czasu prędkość nie zmienia się. Są to ograniczenia przyjętego modelu. W naszym przykładzie liczba odcinków czasowych była niewielka, w rzeczywistych obliczeniach numerycznych przyjmuje się podział czasu na setki a nawet tysiące elementarnych odcinków.

Spróbujmy sprawdzić czy zwiększenie liczby przedziałów poprawi dokładność, by to zrobić musimy zastąpić w formułach liczbę wyrażającą czas inną, ale jaką? Najwygodniej będzie gdy tak zmienimy formuły, by można było wpisać przedział czasu w jedną komórkę, a wartości wszystkich pozostałych komórek zmienią się. Wybierzmy wiersz 3 na wpisanie czasu trwania jednego odcinka czasowego. W kolumnie A wpiszemy komentarz, a w kolumnie C wartość przedziału czasu.



A3: Przedział czasu



C3: 0,1

Oto formuły zaproponowane przez uczniów:

czas:

A10: 0



A11: =A10+C3

położenie:
B10: 0



B11: =B10+C10*C3

prędkość:
C10: 0



C11: =C10+10*C3

Kopiujemy formuły do wierszy niżej i ... widzimy, że teraz wartości komórek są całkiem nie takie jak być powinny. Co jest tego przyczyną? Patrzymy na formułę w komórce np. w B12 i... 


jest
 

=B11+C11*C4 


a powinno być

=B11+C11*C3

Czy musimy poprawiać każdą formułę? Czy w takiej sytuacji nie można stosować kopiowania formuł? Oczywiście, że jest sposób na te formuły. Teraz musimy wyjaśnić uczniom jak zablokować adres w formule, tak by w trakcie kopiowania formuły adres nie zmienił się. Wystarczy przed elementem adresu, który ma się nie zmieniać wstawić znak “$”. A tak przy okazji przyzwyczajajmy uczniów do pokazywania komórek myszką lub wybierania klawiaturą a nie ręczne wpisywanie ich adresu, unikniemy części błędów. Współczesne arkusze po wybraniu edycji formuły (klawisz F2) pokazują adresy w formule i odpowiadające im komórki w takich samych kolorach, używajmy tej własności do analizowania niepoprawnie działających formuł.

Formuły po poprawie:

czas:

A11: =A10+C$3

położenie:
B11: =B10+C10*C$3

prędkość:
C11: =C10+10*C$3

Sposób adresowania, w którym zablokowana jest zmiana wiersza lub kolumny adresu podczas kopiowania formuły do innej komórki nazywany jest adresowaniem bezwzględnym, a sposób, w którym adresy zmieniają się podczas kopiowania formuł nazywamy adresowaniem względnym.

Zmieniając przedział czasu możemy obserwować zmiany dokładności obliczeń. Rozwiązanie to przedstawione jest w arkuszu Zadanie1B.

Do arkusza możemy dołączyć wykresy zależności położenia i prędkości od czasu.

Zmieniając wartości początkowe prędkości możemy zobrazować ruch ciała w rzucie pionowym. Zmieniając warunki początkowe możemy analizować różne przypadki rzutu pionowego, zgodnie z zapisami w podstawach programowych na “eksperymentowanie z doborem parametrów”.

Przykłady pytań: 

Na jaką wysokość wzniesie się kamień rzucony pionowo do góry z prędkością 10 m/s?

Z jaką prędkością musi być rzucona pionowo w górę piłka, by wleciała na dach szkoły (10 m)?

Odpowiedź na pytanie pierwsze uzyskamy od razu wpisując początkową wartość prędkości, ale możemy tak dobierać skalę czasu by dane w tabelce i na wykresie były lepiej widoczne. W przypadku drugiego pytania trzeba tak dobierać wartość początkową prędkości aż uzyskamy odpowiednią wartość maksymalnej wysokości. Szukanie maksymalnej wartości położenia (największej wysokości) może być uciążliwe, ale może zrobić to za nas komputer jeżeli w jednej z komórek wpiszemy formułę obliczającą maksymalną wartość z obszaru arkusza zawierającego położenie ciała np. w F6: =MAX(B10:B100).

Zadanie 2.

Co wspólnego ma spadający kamień ze startem rakiety kosmicznej, czyli, jak mając rozwiązany prosty przypadek ruchu ciała opracować ogólnie zagadnienie ruchu jednego ciała w jednym wymiarze, tak by wpisując tylko wyrażenie na siłę otrzymać dane o położeniu ciała.

Rzeczywisty spadek ciała odbywa się w powietrzu, w którym występuje opór. Opór w płynach (gaz też jest płynem) jest proporcjonalny do prędkości i zależy też od kształtu ciała. Zbuduj tabelę w arkuszu obliczeniowym tak, by można było analizować położenie i prędkość spadającego ciała w zależności od oporu powietrza. 

W poprzednim rozwiązaniu dla uproszczenia nie mówiliśmy o sile, ale bez analizy siły trudno jest analizować problem ruchu ciała i napisać formuły, choć jakbyśmy chcieli to całość zagadnienia można wyrazić jedną formułą opisującą kolejne położenia, ale rozbicie zagadnienia na prostsze elementy ułatwia zrozumienie problemu.

Fizyczna analiza problemu ruchu ciała w jednym wymiarze.

Wpływ siły na ruch ciała opisuje druga zasada dynamiki.

 


a=f/m 

(a2)

gdzie: a- przyspieszenie, f – siła, m – masa ciała.

Pozostałe równania opisujące ruch są identyczne jak w zadaniu 1. Przytoczę teraz równania opisujące ruch ciała.


x = px + v * dt





(z xA1)


v = pv + a * dt






(z vA1)


a = f/m

Zwróćmy uwagę na te równania, są to równania ogólne, takie same dla każdego ruchu. Czym zatem różnią się od siebie warunki ruchu, że mamy tyle rodzajów ruchu? Pomijając specjalne przypadki ruchów, w których podczas ruchu zmienia się masa ciała, wielkością która rozróżnia zagadnienia jest siła. W każdym zagadnieniu równanie na siłę będzie inne. Siła może zależeć od warunków zewnętrznych, od położenia ciała, od jego prędkości itp.

W naszym zadaniu na ciało działają dwie siły; 

 
- przyciąganie ziemskie f1=-g*m - skierowana w dół, o stałej wartości podczas ruchu,


- opór powietrza f2 = -k*v  - skierowana przeciwnie do ruchu, zmieniająca się podczas ruchu.

Siła wypadkowa określona jest wzorem:



f = - m*g – k*v


(f2)

Siła przyciągania ziemskiego działa w dół i dlatego jest minus, podobnie z oporem powietrza jest on skierowany odwrotnie do prędkości dlatego należy dać znak minus.

By możliwe było porównanie ruchu bez oporu z ruchem z oporem powietrza umieśćmy obok siebie analizę obu rodzajów ruchu.

Realizacja w arkuszu.

Stałe:

  
Czas




C3: 0,1


Masa




C4: 1


Przyspieszenie ziemskie

C5: 10


Współczynnik oporu powietrza 
I3:  0,1

Przydział kolumn i odpowiadające im formuły:

A
czas


t=tp+dt
A11: =A10+$C$3

B
położenie ciała 1
x=xp+v*dt
B11: =B10+C10*$C$3

C
prędkość ciała 1
v=vp+a*dt
C11: =C10+D10*$C$3

D
przyspieszenie ciała 1
a=f/m

D10: =E10/$C$4

E
siła działająca na ciało 1 f=-m*g
E10: =-$C$4*$C$5

F
położenie ciała 2


F11: =F10+E10*$C$3

G
prędkość ciała 2


G11: = E10 + H10*$C$3

H
przyspieszenie ciała 2


H10: = I10/$C$4

I
siła działająca na ciało 2 f=-m*g-k*v
I10: = -$C$4*$C$5 - $I$3*G10 








(z równania f2)

Zwróćmy uwagę na wartości początkowe analizowanych wielkości. Położeniu i prędkości musimy nadać wartości początkowe, a wartość przyspieszenia i siły obliczmy na podstawie położeń i prędkości. 

W powyższych formułach wszystkie stałe wielkości zostały umieszczone w komórkach poza tabelą tak, by można było zmieniać ich wartości otrzymując symulację ruchu w różnych warunkach. Mając tak rozpracowany problem możemy zadawać różne pytania związane z ruchem spadającego ciała. Równania te rozwiązują też problem rzutu pionowego, wystarczy tylko zmienić wartości początkowe prędkości i położenia. Można też przedstawić otrzymane dane na wykresie.

Uzyskane dane mogą posłużyć do badania zależności oporu powietrza od kształtu ciała, wystarczy upuszczać badane ciało z pewnej wysokości, mierzyć czas spadania. Następnie dobierać parametry ruchu w arkuszu by otrzymać czas spadania zgodny ze zmierzonym.

Rozwiązanie przedstawione jest na stronie “Zadanie 2”

Zadanie 3

Było jedno ciało i jeden wymiar, ale nam to nie wystarcza. Teraz możemy analizować ruch ciała w dwóch wymiarach.

Historyczne – bo pierwsze komputery liczyły, między innymi, tor lotu pocisku.

Matematyczne – funkcje trygonometryczne w arkuszach.

Armata wyrzuca pocisk z prędkością V=500 m/s, kąt nachylenia (A) lufy do poziomu można regulować.

Wyznacz tor lotu pocisku. Dla jakiego kąta odległość strzału będzie największa? Należy uwzględnić opór powietrza. 

Zadajemy sobie pytanie czy musimy pisać formuły od początku? Czy można wykorzystać formuły z poprzedniego zadania? 

Oczywiście, że można wykorzystać formuły z poprzedniego zadania, trzeba tylko zmodyfikować opisy, potraktować kolumny B-E jako wielkości wzdłuż osi OX a kolumny F-I jako wielkości wzdłuż osi OY, zmienić formuły obliczające siłę i wartości początkowe prędkości.

Wzory:

Kąta nachylenia lufy do poziomu



I4:

Prędkość początkowa pocisku



I5: 500

Składowa X prędkości początkowej
Vx= V*cos(A)
C10: = $C$3*cos($I$5)

Składowa Y prędkości początkowej
Vy= V*sin(A)

G10: = $C$3*sin($I$5)

Składowa X siły – tylko opór powietrza Fx= -Vx*k

E10: = -C10*$I$3

Składowa Y siły – przyciąganie ziemskie i opór powietrza






Fy= - g*m-Vy*k
I10: = -$C$5*$C$4-G10*$I$3

Pamiętajmy, że przedstawione formuły na prędkość są prędkościami początkowymi i nie należy tych formuł kopiować do następnych, ale formuły siły są jednakowe dla wszystkich komórek i należy przekopiować do całej kolumny tabeli. Rozwiązanie tego problemu przedstawiłem w arkuszu Zadanie 3.

Na niedoświadczonych programistów znowu czekają pułapki. Testujemy nasz program, sprawdzamy ruch dla kątów, dla których znamy rozwiązanie, najłatwiej dla kąta 90° powinniśmy otrzymać rzut pionowy, oznacza to, że wartość początkowa składowej poziomej prędkości powinna być równa zero. Patrzymy na dane i widzimy, że tak nie jest, dlaczego? Należy pamiętać, że większość programów komputerowych wymaga by kąty były wyrażone w radianach. Przy okazji należy wpajać uczniom, że w arkuszach (programach) zawierających trochę bardziej rozbudowane formuły (funkcje) powinniśmy przetestować działanie formuł na danych wejściowych, dla których potrafimy łatwo sprawdzić obliczenia. 

Prezentując dane na wykresie należy zwrócić uwagę na skalę na osiach. Program dobiera skalę do danych i jest ona zazwyczaj różna na obu osiach, dlatego otrzymany wykres nie jest rzeczywistym torem ruchu ciała.

Tak przygotowani możemy przeprowadzić symulację każdego ruchu, jeśli tylko znamy wzór na obliczanie siły w zależności od położenia i prędkości ciała.

Na zakończenie przykład trudnego do rozpatrzenia zagadnienia, którego próbę realizacji zamieszczono w arkuszu holowanie.

Samochód holuje drugi samochód na sprężystej lince. Rozpatrz moment ruszania, samochód ciągnący zaczyna poruszać się ruchem jednostajnie przyspieszonym z zadanym przyspieszeniem. Długość linki nie rozciągniętej jest równa 8 m. Linka działa na drugi samochód siłą proporcjonalną do rozciągnięcia linki, F=k*x (x wydłużenie linki), a gdy odległość między samochodami jest mniejsza od długości linki to siła jest równa 0. 

Jak siła rozciągająca linkę zależy od odległości samochodów w momencie ruszania samochodu ciągnącego?

Spróbuj rozpatrzyć to zagadnienie uwzględniając (lub nie) różne czynniki wpływające na ruch samochodów 

· tarcie,

· opór proporcjonalny do prędkości,

· działanie linki na samochód ciągnący,

· działanie silnika na samochód – lub stałe przyspieszenie.

Nie opiszę tu rozwiązania tego zagadnienia, dociekliwym polecam sprawdzenie formuł w arkuszu kalkulacyjnym. 

Warto zauważyć tylko, że:

· Jeżeli nie ma siły oporu proporcjonalnej do prędkości, to linka jest szarpana coraz silniej.

· Przy programowaniu formuły obliczającej siłę tarcia należy uważać by w przypadku gdy ciało spoczywa siła tarcia nie poruszała ciała. Stwierdzenie kiedy ciało spoczywa jest trudne.

· Siła szarpnięcia linki zależy od początkowego naprężenia linki.

W przygotowanym arkuszu, uczniowie mogą dobierać parametry ruchu i obserwować wykresy położenia, prędkości, naciągu linki itp.

Opracował: 
Kazimierz Stopyra

Email:

stok@wodip.opole.pl
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