Tabliczka mnożenia

Od klasy III szkoły podstawowej, aż do klasy II szkoły średniej.

Przedstawię pomysł wykorzystania tabliczki mnożenia na lekcjach matematyki w klasach III, IV V, oraz elementów informatyki klasa II LO, gimnazjum.

Polecenia dla uczniów wyróżniono pogrubieniem czcionki. 

Tradycyjna tabliczka mnożenia, kiedyś bardzo popularna na okładkach zeszytów, obowiązkowy załącznik do książek do matematyki w młodszych klasach szkoły podstawowej, obecnie jakby trochę zapomniana, kryje w sobie wiele tajemnic, może być świetną pomocą naukową. 

Tabliczka mnożenia jest syntetycznym przedstawieniem wyników mnożenia, dlatego każda własność mnożenia odwzorowuje się w tabliczce mnożenia i odwrotnie jeżeli zauważymy jakąś prawidłowość w tabliczce mnożenia, to jest własność mnożenia, która to wywołuje. Zauważanie prawidłowości i związku ich z mnożeniem może być pracą twórczą uczniów, od nas zależy jak poprowadzimy dyskusję a od przebiegu dyskusji zależy jakie prawidłowości odkryją uczniowie.

W poniższym tekście mam na myśli tradycyjną tabliczkę mnożenia, to jest taką, w której nie ma oddzielnego wiersza i kolumny z czynnikami, są same iloczyny. Liczby w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie są jednocześnie czynnikami i iloczynami przez 1. Fragment takiej tabliczki przedstawiam niżej

	1
	2
	3
	4
	5

	2
	4
	6
	8
	10

	3
	6
	9
	12
	15

	4
	8
	12
	16
	20

	5
	10
	15
	20
	25


Uczniowie otrzymują tabliczkę mnożenia z wypełnionym tylko pierwszym wierszem i pierwszą kolumną (w załączniku kartka z tabliczką do kopiowania), powinni też mieć długopisy i kredki.

W sytuacji gdy uczniowie nie dostają tabliczek z wypełnioną pierwszym wierszem i kolumną wypisują na kartkach pierwszy wiersz i pierwszą kolumnę tabliczki. Podobną ramkę tabliczki wypisujemy na tablicy.

Pustą tabliczkę mnożenia wykorzystuję w klasie IV podczas rachunku pamięciowego (także będąc na zastępstwie w klasie III), na zespole wyrównawczym w klasach V i VI, oraz w celu odkrycia / przypomnienia własności mnożenia, w tej sytuacji uczniowie nie muszą mieć tabliczek mnożenia. W zależności od chwilowych potrzeb ćwiczenia obejmują kilka z przedstawionych niżej punktów.

Uwaga liczby podawane w pytaniach są przykładowe, można podawać inne (chyba że posiadają szczególne właściwości).

1. Wpisz liczby w pokolorowane pola. Nauczyciel zaznacza na tablicy kolorową kredą pola tabliczki, uczniowie na swoich kartkach wpisują liczby w wybrane kratki.

2. Zaznacz kolorem czerwonym wszystkie liczby podzielne przez 3 (4 itp.).
Zaznacz kolorem niebieskim te liczby, których reszta z dzielenia przez 3 jest równa 1.

Wielokrotności danej liczby układają się w pionowe i poziome pasy. 

3. Wpisz liczby do tabliczki 8, 9, 12 itp. Jeśli dana liczba występuje kilka razy, to należy ją wpisać we wszystkich wystąpieniach.]

4. Ile razy występuje liczba 6 na tabliczce? Zapiszmy na tablicy w wyniku jakich działań otrzymujemy 6. 

5. Ile razy występują w tabliczce inne liczby np. 8, 7 a 12?

Uczniowie zapisują na swoich kartkach i na tablicy działania, które prowadzą do danych wyników. Przy zapisie działań staramy się zachować kolejność pisania czynników działań, najpierw liczba z pierwszego wiersza (numer kolumny) następnie liczbę z kolumny (numer wiersza). Robimy tak, by przyzwyczajać uczniów do takiej kolejności jaka jest używana w układzie współrzędnych.

Uczniowie powinni zauważyć, że liczby, z wyjątkiem leżących na przekątnej głównej tabelki, występują parami. Jeżeli uczniowie nie zauważają tej prawidłowości polecamy szukać kolejne liczby znajdujące się blisko głównej przekątnej tabliczki.

6. Która liczba występuje tylko jeden raz w tabliczce? Które liczby występują dwa razy, a które 3 razy?

Tabliczka nie kończy się na 10 kolumnie, lecz ciągnie się dalej. Od teraz będziemy mieli ma myśli taką dużą tabliczkę. Polecamy uczniom wpisać po kilka liczb w pierwszym rzędzie i w pierwszej kolumnie tabliczki.

7. Która liczba w takiej dużej tabliczce występuje tylko jeden raz? Które liczby występują dwa razy, a które 3 razy? .

8. Gdzie w tabliczce znajdują się liczby, które występują w tabliczce tylko 2 razy? 
Występują na “ramce” – są to liczby pierwsze. Liczby złożone występują też poza ramką tabliczki. 

9. Jaka liczba może być zapisana w tabliczce za liczbą 6? Ile jest takich liczb?

Odpowiedzi: 7,.12, 8, 9.

Zapisujemy działania, które prowadzą do tych liczb. 

6 = 1 * 6

2 * 6 = 12

6 = 6 * 1

7 * 1= 7

6 = 3 * 2

4 * 2 = 8

6 = 2 * 3

3 * 3 = 9.

10. A jeśli znamy dwie kolejne liczby z tabliczki np. 6, 8. Jaka jest następna? Ile może być tych liczb?

Tylko 10.

11. Jak obliczyliście 10?

12. Czy do obliczenia 10, trzeba użyć mnożenia?

Liczby w tym wierszu zwiększają się o 2, bo pierwszą liczbą w wierszu jest 2, to są wielokrotności 2.

13. Gdybyśmy nie widzieli pierwszej liczby w wierszu, czy poznamy przez jaką liczbę mnożymy (jakiej liczby są to wielokrotności)?

Tak, bo kolejne liczby podzielne przez 2 różnią się o 2. Czyli 8-6 =2, oznacza że w tym wierszu są wielokrotności liczby 2.

14. Zaznacz kolorem niebieskim pola, w których znajdują się liczby nieparzyste.

Liczby nieparzyste są w co drugim rządku i to co druga liczba.

15. Ile liczb nieparzystych jest na zwykłej tabliczce (10x10)?

Liczb nieparzystych jest 25.

A parzystych?

Parzystych jest 75.

16. Jaka liczba występuje po liczbie nieparzystej?

17. Jaka liczba występuje poniżej liczby parzystej?

Ze względu na parzystość liczb tabliczka mnożenia składa się z małych tabliczek 2x2.

	nieparzysta
	parzysta

	parzysta
	parzysta


Podobnie jest dla każdej liczby, np. „mini tabliczki” dla 3 mają wymiar 3x3. 

Pytań można by mnożyć wiele ale najważniejsze to te, które umożliwiają uczniom poszukiwanie oraz  odkrywanie zależności i reguł. Ułatwiają to powyższe pytania.

Na lekcjach informatyki ucząc pisania formuł, utrwalając adresowanie w arkuszu kalkulacyjnym możemy posłużyć się tabliczką mnożenia. Rozwiązanie wszystkich zadań związanych z tabliczką może zająć nawet całą lekcję. Realizując to zagadnienie możemy przećwiczyć adresowanie w arkuszu oraz przypomnieć własności mnożenia.

Zadanie 1

Wszyscy zapewne znają tabliczkę mnożenia (fragment wypisuję na tablicy). Zaprojektuj arkusz tak, by zawierał tabliczkę mnożenia. Liczba 1 ma być w komórce A1. Formuły należy projektować tak, by jak najmniej formuł wymagało napisania, a jak najwięcej można było kopiować. Ile formuł trzeba napisać, a ile można uzyskać w wyniku kopiowania?

Na wstępie zaznaczę, że każde zaproponowane przez uczniów rozwiązanie, które daje poprawny wynik jest dobre.

Zazwyczaj uczniowie wypisują pierwszy wiersz i pierwszą kolumnę, niektórzy pamiętając formułę na kolejne liczby używają jej.

Rozwiązań proponowanych przez uczniów jest wiele (tak jest w klasach, w których uczę) akceptujemy wszystkie rozwiązania, ale omawiając utworzone przez uczniów arkusze wskazujemy rozwiązania lepsze.

· Najprostsze, w których uczniowie nie potrafią sobie poradzić z kopiowaniem formuł i wpisują każdą formułę oddzielnie (100 formuł do wpisania 19 – wartości stałych w ramce i 81 mnożeń).

· Wartości na ramce wpisano “ręcznie”;

1
2
3
4 itd.

· Użyto formuł do wygenerowania wartości w ramce;

B1:

= A1 + 1

· We wnętrzu tabelki żyto formuły, która kopiuje się poprawnie w ramach jednego wiersza np.;

B2:

=A2 * 2

lub

B2:

=A2 *$B1

Wpisują taką formułę w drugiej kolumnie tabeli i kopiują ją w całym wierszu, czynność powtarzają w każdym wierszu.

· Użyto formuły, którą można kopiować w całym wnętrzu tabliczki;

B2:

=$A2 * B$1

· W najlepszym rozwiązaniu uczniowie wpisują cztery formuły:

A1:

1

B1:

=A1+1

kopiują w pierwszym wierszu,

A2:

=A1+1

kopiują w pierwszej kolumnie,

B2:

=$A2 * B$1

kopiują we wnętrzu tabliczki.

Co zrobić jeżeli uczniowie nie radzą sobie z użyciam adresowania w arkuszu kalkulacyjnym? Jak ułatwić uczniom tworzenie formuł, które po przekopiowaniu odwołują się do odpowiednich komórek? 

Proponuję graficzną prezentację odwołań. Rysujemy na tablicy fragment arkusza, w formule w miejsce adresów wpisujemy kropkę, a od kropki prowadzimy strzałkę do komórki, do której odwołuje się adres.

	
	A
	B
	C

	1
	1
	2
	3

	2
	2
	 =      .    *      .    
	 =         .      *         .   

	3
	3
	 =        .   *    .     
	 =        .   *    .     


Rysując kolejno strzałki do formuł widzimy jak zmieniają lub nie zmieniają się komórki, z których pobieramy dane. W tym przypadku pierwszy czynnik jest związany z kolumną A (wpisujemy $ przed symbolem kolumny), ale zmienia się wiersz, z którego pobierana jest liczba (nie wpisujemy znaku $ przed numerem wiersza), odwrotnie jest w czynniku drugim.

Zadanie 2

Wypisać tabliczkę mnożenia, ale nie można w formułach używać mnożenia.

W wierszach występują kolejne wielokrotności liczb, a kolejna wielokrotność, to poprzednia wielokrotność dodać liczbę której są wielokrotnościami.

Formuła wyrażona słownie: 

poprzednia + pierwsza

Schematyczne przedstawienie formuł.

	

1
	2
	

3

	2
	 =      .    +      .    
	 =         .      +         .   

	3
	 =        .   +    .     
	 =        .   +    .     


Czy możemy użyć tej formuły do wypełnienia pierwszego wiersza?

Oczywiście, że tak.

Zapiszmy wszystkie potrzebne formuły:

A1:

1

A2:

=A1+1


kopiować do pierwszej kolumny,

B1:

=$A1+A1

kopiować do pozostałej części tabliczki.

Zauważamy, że formuły mają odwołania tylko w swoich wierszach. Nie występuje teraz odwołanie do pierwszego wiersza, oznacza to, że wiersz ten nie jest nam potrzebny do otrzymania iloczynu.

Zadanie 3

Czy w takim razie można wypisać tabliczkę od dowolnego wiersza?

Czy zmieniając jedynkę w komórce A1 na inną liczbę otrzymana tabliczka liczb będzie tabliczką mnożenia? Sprawdźcie to.

Uczniowie wpisują w miejsce jedynki różne wartości.

Otrzymana tabliczka jest fragmentem tabliczki mnożenia zaczynającą się od pierwszej kolumny i od wpisanego wiersza. Jeżeli wpiszemy 0, to w górnym wierszu otrzymujemy same zera. Usuńmy z pierwszego wiersza te zera. Otrzymamy powtórnie poprawną tabliczkę mnożenia od jedynki. Oznacza to, że ta jedynka na początku nie była potrzebna, zostały tylko dwie wpisane formuły.

Czy to działanie jest poprawne? Jak dobrze oblicza to jest dobre, ale w tym przypadku wykorzystujemy wartość zwróconą przez pustą komórkę. W arkuszach kalkulacyjnych pusta komórka lub zawierająca tekst przy pytaniu o wartość zwraca zero, ale tak nie jest w programach innego typu, w których wartość pola pustego nie jest równa zero.

Zadanie 4

Chcemy wypisać tabliczkę mnożenia, ale od dowolnie wybranej liczby np. 12, oczywiście nie mamy dostępu do ramki tabliczki. Jak zaprojektować obliczenia?

Proponujemy wpis:

A1:

12

Jaka liczba wystąpi w tabliczce za liczbą12?

Musimy teraz przeprowadzić dyskusję jak w klasie IV. Zauważamy że nie możemy jednoznacznie określić liczby występującej za dwunastką. Jedna liczba (tu 12) nie określi jednoznacznie położenia w tabliczce. Musimy wybierać jeszcze jedną liczbę, tą która będzie za dwunastką, wybór jest ograniczony, może to być: 13, 14, 15, 16, 18, 24. Wybierzmy 15.

B1:

15

Czy teraz możemy określić jaka będzie następna liczba w tym wierszu?

Tak. Będzie to 15+3.

Ale skąd ta trójka nie ma jej na naszym arkuszu?

Jest to 15-12

Ostatecznie działanie przyjmuje postać 15 + 15 - 12 w postaci formuły. Jeśli uwzględnimy, że 12 to A1, a 15 to B1 zamiana liczb na adresy jest prosta.

C1:

=B1 + B1 - A1

na razie bez uwzględniania względności adresów

W następnej komórce wiersza będzie 18 +18 - 15, lub 18 + 15 – 12. 

D1:

=C1 + C1 – B1 

lub

D1:

=C1 +$B1 - $A1

Czyli w C1 może być formuła przytoczona wyżej lub z adresowaniem bezwzględnym:

C1:

=B1 +$B1 - $A1

A następny wiersz?

Pierwsza liczba w tym wierszu. 

Jeśli za 12-stką jest 15 to pod 12 jest 16. W pierwszym wierszu były wielokrotności liczby 3 = 15-12, to w pierwszej kolumnie są wielokrotności liczby 4 = 12/3 = 12/(15-12). 

W postaci formuły:

A2:

=A1+A1/(B1-A1)

Po wpisaniu i kopiowaniu formuł zauważamy, że prawa dolna połowa tabelki zawiera niepoprawne wartości. Co jest tego przyczyną?

Dlaczego formuła poprawna dla kilku kolumn staje się niepoprawna?

Prześledźmy odwołania w niepoprawnych formułach. Należy ustawić kursor na wybraną komórkę i nacisnąć klawisz F2 lub dwukrotnie kliknąć myszką. Zobaczymy, że w formule występuje odwołanie do komórki pustej, która nie powinna być pusta a powinna zawierać kolejną wielokrotność. 

Odwołania formuły do komórek, z których pobiera wartość można przedstawić na tablicy.

	


	A
	B

	1
	12
	15

	2
	 =    .   +    .  /(   .   -    .   )
	=    .   +    .  /(   .   -    .   )


Czy można poprawić tę formułę?

Niekorzystnym rozwiązaniem w tej formule jest odwołanie się do komórki położonej w prawo od danej, w pewnym miejscu dojdzie do odwołania do pustej komórki. Jest kilka rozwiązań umożliwiających pozbycie się takiego odwołania. Jedną z nich jest obliczenie różnicy za pomocą dwóch pierwszych liczb w wierszu poprzednim, czyli stałe odwołanie się do pierwszych komórek w poprzednim wierszu:

A2:

=A1+$A1/($B1-$A1)

Wprawdzie w tej formule jest odwołanie do komórki leżącej na prawo od danej, ale po kopiowaniu tej formuły do B2 otrzymamy:

B2:

=B1+$A1/($B1-$A1)

W tej formule nie ma już odwołania do komórki leżącej na prawo od niej, oznacza to że przy takim rozwiązaniu wystarczy by tabliczka miała co najmniej 2 kolumny i cała będzie poprawna.

Zadanie 5

W formułach wpisywanych w tabliczce mnożenia z zadania 2 wpisywaliśmy tylko jedną wartość stałą (1) w komórce A1 oraz w formułach w pierwszej kolumnie (np. w A2: =A1+1), pozostałe formuły nie zawierały żadnych liczb, odwoływały się bezpośrednio lub pośrednio do tych jedynek i wykonywały dodawanie. Czyli sprowadziliśmy mnożenie dwóch liczb do dodawania odpowiedniej liczby jedynek.

Czy wykorzystując tę własność możemy zbudować tabliczkę mnożenia?

Które jedynki liczyć?

Począwszy od komórki A1 utwórzmy tablicę wypełnioną jedynkami (w arkuszu Jedynki).

Zauważamy, że 6 powstała z mnożenia 2*3 odpowiada dodaniu wszystkich jedynek z prostokąta A1..B3, czyli miejsca, w którym jest liczba 6. Wpiszmy formułę liczącą sumę tych jedynek, ale nie możemy jej wpisać w komórce B3, bo zniszczymy jedynkę. Musimy tabliczkę mnożenia wykonać w innym obszarze niż tabela jedynek, możemy zrobić ją w innym obszarze arkusza lub na innym arkuszu. 

Rozwiązanie; tabliczka w innym obszarze tego samego arkusza

Niech opisana wyżej liczba 6 znajdzie się w komórce B23 (przesunięcie o 20 wierszy w dół).

Formuła:

B23:

=suma($A$1:B3)

kopiować

Rozwiązanie w innym arkuszu.

Tabliczkę utworzymy w arkuszu “Suma jedynek” począwszy od komórki A1.

Formuła:

B3:

=SUMA(Jedynki.$A$1:B3)

kopiować

Odwołanie się do innego arkusza jest proste, można wskazać myszką obszar na innym arkuszu, a komputer wpisze odpowiednie odwołanie.

Wniosek: Nawet tabliczka mnożenia może być utworzona na wiele sposobów i to nie używając mnożenia.

Na zakończenie warto wspomnieć, że każde zaproponowane przez uczniów rozwiązanie, które daje poprawny wynik jest dobre. Ale są rozwiązania, które:

· dają poprawny wynik ale w pewnych sytuacjach zwracają niepoprawny wynik,

· w przypadku zmian w założeniach do programu wymagają mniej zmian w kodzie programu i takie które wymagają więcej zmian,

W naszych początkach programowania staramy się wskazać, że są różne sposoby rozwiązania nawet tak oczywistego zagadnienia jak wypisanie tabliczki mnożenia.

W wersji elektronicznej publikacji załącznikiem do pracy jest arkusz kalkulacyjny Tabliczka. W arkuszu tym przedstawiam wszystkie omawiane rozwiązania. W wersji “papierowej” nie zamieszczam wydruków arkuszy kalkulacyjnych, na każdym jest tabliczka mnożenia.
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