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Pojęcie wartości bezwzględnej jest bardzo ważne, ale bardzo często sprawia uczniom kłopoty. Kluczem do zrozumienia określenia wartości bezwzględnej jest jej interpretacja geometryczna.

Wartością bezwzględną liczby a nazywamy liczbę │a│ zdefiniowaną następująco:
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│a│ =   

tzn.  

· wartością bezwzględną  liczby nieujemnej jest ta sama liczba (nieujemna),

· wartością bezwzględną  liczby ujemnej jest liczba dodatnia do niej przeciwna.

Natomiast interpretując geometrycznie możemy powiedzieć, że:
wartością bezwzględną liczby a nazywamy odległość tej liczby od 0 na osi liczbowej.

                        │-5│= 5        │5│= 5

              




Wartość bezwzględna liczby jest zawsze liczbą nieujemną.

Korzystając z interpretacji wartości bezwzględnej na osi liczbowej, możemy łatwo rozwiązywać proste równania i nierówności, w których występuje wartość bezwzględna np.

a) │x│=  4                                 d) │x│>  3

b) │x│=  0                                 e) │x│<  5

c) │x│= -1                                 f) │x│ ≤  4

a)  W tym przypadku rozwiązaniem są liczby, których odległość od punktu zerowego jest równa  4.

Widać, że są takie dwie liczby, które spełniają warunki zadania: x = -4  lub x = 4

a) Tutaj, rozumując podobnie jak w poprzednim przypadku stwierdzamy, że x = 0.

c)   Dobrze jest pokazać uczniom również taki przypadek równania, które nie ma żadnego rozwiązania. Uczniowie, jeśli dobrze zrozumieją interpretację geometryczną, sami odpowiedzą, że odległość od punktu zerowego nie może być równa  -1. Odległość nie może być liczbą ujemną, zatem nie ma liczby, której wartość bezwzględna wynosi -1.

d) W tym przykładzie szukamy punktów, których odległość od punktu zerowego jest większa od 3. Można zauważyć, że zbiór tych punktów  odpowiada przedziałom zaznaczonym na osi liczbowej.


Zatem rozwiązaniem są wszystkie liczby należące do przedziałów: (- ∞, -3) lub 

(3, + ∞).

e)    Rozumując podobnie jak poprzednio zauważamy, że rozwiązaniami są liczby należące do przedziału  (-5, 5 ).



f)    Analizując ten przykład należy zwrócić uwagę, że do rozwiązań nierówności należą również  -4  i  4. Zatem rozwiązaniami są liczby należące do przedziału domkniętego  <-4, 4 >.



Powyższe przykłady były bardzo proste. Trudności pojawiają się przy takich równaniach jak np.

                                     │x -2│+ │x -3│=  3

Najczęściej rozpatrujemy cztery przypadki kombinacji znaków wyrażeń pod wartością bezwzględną. W każdym z nich rozwiązujemy odpowiednie równanie a następnie tworzymy sumę mnogościową otrzymanych rozwiązań. Wielu uczniów gubi się przy takim rozwiązywaniu równania naszego typu. W takim przypadku można pomóc sobie tabelką. Na początek zastanawiamy się, dla jakich wartości x wyrażenia x – 2  i  x – 3 są nieujemne:

x – 2 ≥ 0                        x – 3 ≥ 0

                                             x ≥ 2                               x ≥ 3

Liczby 2 i  3 dzielą nam oś liczbową na trzy przedziały: (- ∞, 2 ),   [ 2, 3 ),   [ 3, + ∞). Wyrażenie x – 2 jest nieujemne w drugim i trzecim przedziale, ponieważ jest nieujemne dla x ≥ 2. W pierwszym jest ujemne. Wyrażenie x –3 jest nieujemne w trzecim przedziale, bo jest nieujemne dla x ≥ 3. W pierwszym i drugim przedziale jest ujemne. Można już utworzyć tabelkę:


x - 2
-
+
+

x - 3
-
-
+

Rozpatrujemy teraz trzy przypadki.

I przypadek:  x < 2.

Jeśli spojrzymy na tabelkę, można zauważyć, że obydwa wyrażenia są ujemne. Zatem │x - 2│ = - (x – 2 ), a │x - 3│= - (x – 3). Nasze równanie ma postać:

- (x – 2 ) - (x – 3) = 3

- x + 2 – x + 3 = 3

-2x = -2 / : (-2)

                                                            x = 1

Liczba 1 spełnia nierówność x ≤ 2, więc jest rozwiązaniem równania.

II przypadek:  2 ≤ x < 3.

W tym przypadku x – 2 jest nieujemne, a x – 3 jest ujemne, więc │x - 2│ = x - 2 , a │x - 3│= - (x - 3). Równanie przyjmuje postać:

x - 2 - (x - 3) = 3

x - 2 - x  + 3 =  3

0 = 2
Jest to równanie sprzeczne, które nie posiada rozwiązań.

III przypadek:   x ≥ 3

Dla takich wartości x obydwa wyrażenia są nieujemne, a więc │x - 2│ =  x - 2 , a 

│x - 3│= x - 3. Równanie ma postać:

x - 2 + x - 3 = 3

2x = 8 / :2

                                                               x = 4

Liczba 4 spełnia nierówność x ≥ 3, jest więc rozwiązaniem danego równania. 

Po przeanalizowaniu wszystkich przypadków mamy dwa rozwiązania równania. Są to liczby: 1  i  4.

Jednak takie równanie można też rozwiązać krócej, zupełnie inaczej. │x - a│to odległość x od a na osi liczbowej. Rozwiązanie naszego równania w sensie geometrycznym to po prostu znalezienie na osi wszystkich punktów, których suma odległości od 2 i 3  jest równa 3. Poszukiwanie zacznijmy na lewo od punktów 2 i 3, np. w -1.



Odległości  -1 od  2 i 3  wynoszą odpowiednio  3 i 4. Liczymy: 3 + 4 = 7, a więc za dużo. Suma ma wynosić 3. Trzeba zmniejszyć otrzymaną sumę, więc zbliżyć się do punktów 2 i 3. Otrzymujemy kolejno sumy:  w  0 :  5,  w 1 :  3. Zatem w jedynce  jest rozwiązanie. Ale czy jest to jedyne rozwiązanie ? Przesuwamy się dalej w prawo. W 2 suma wynosi 1, w 3 też 1, w 4 natomiast suma znów wynosi 3. Zatem mamy następne rozwiązanie. A jak jest dalej ? W 5 mamy sumę 5, w 6 :  7. Zauważamy, że sumy już rosną, bo oddalamy się od punktów 2 i 3. Dlatego jedynymi rozwiązaniami są 1 i 4.

Rozpatrzmy teraz trochę inne równanie: 

                                   │x -1│+ │x -2│=  1

To równanie mówi, że suma odległości x od 1 i 2 ma być równa 1, czyli równa odległości między 1 a 2. Takie punkty leżą jedynie na odcinku między 1 i 2. Rozwiązaniem zatem jest cały przedział < 1, 2 >.

W tych przypadkach  nie trzeba właściwie nic wiedzieć poza geometryczną interpretacją wartości bezwzględnej. Nie ma rozróżniania różnych przypadków, tworzenia iloczynu i sumy zbiorów, rozwiązywania kłopotliwych równań. Raczej nie ma możliwości błędu czy zgubienia się. 

      Nie dla każdego równania można przeprowadzać takie same rozumowania. Nie jest to żadna metoda. Chodzi jednak o to by uczniowie traktowali takie równania i nierówności jak matematyczne łamigłówki i rozwiązywali je tak, jak potrafią. Uczniowie w ten sposób uczą się odczytywania i geometrycznego interpretowania warunku zapisanego w symbolice algebraicznej, liczbowego interpretowania odległości między punktami na osi, decydowania o tym, które liczby są, a które nie są rozwiązaniami równania czy nierówności. Uczą się również tego, by pamiętać o tym, że nie wystarczy znaleźć jedno rozwiązanie, ale trzeba poszukać wszystkich i upewnić się, że to wszystkie. Zatem uczą się wyciągania logicznych wniosków z obserwacji. 

Inną grupę zadań z wartością bezwzględną stanowią zadania związane z rysowaniem wykresu funkcji i badaniem jej własności. Rozwiązanie zadania polegającego na narysowaniu wykresu np. funkcji y = │x│+ 1 można sprowadzić do podziału osi na odpowiednie przedziały, w których dana funkcja będzie liniowa, a następnie narysować wykresy odpowiednich funkcji liniowych dla danych przedziałów. Jednak takie zadanie można też rozwiązać inaczej. Można na przykład przekształcać znany wykres innej funkcji. Jeśli uczeń pamięta jak wygląda wykres funkcji y = │x│, to w naszym przypadku można ten znany wykres przesunąć o 1 do góry.   

Można też postąpić inaczej. Jeśli przyjmiemy, że wykres funkcji takiej postaci ma kształt litery V, to do jego naszkicowania wystarczy znaleźć wierzchołek  i dwa punkty na ramionach. Wierzchołek to w naszym przykładzie punkt o najmniejszej wartości y. Ponieważ │x│jest nieujemna, więc powinna mieć wartość 0. Tak będzie przy x = 0, a wtedy y = 1.Zatem wierzchołek jest w punkcie (0, 1). Teraz możemy podstawić za x jakiekolwiek dwie liczby, jedną na lewo, drugą na prawo od odciętej wierzchołka np. –1 i 1. Jeśli policzymy wartości, to otrzymamy punkty na ramionach tego wykresu  (-1, 2) i (1, 2) . 

Jeszcze inny sposób postępowania to rozwiązanie tabelkowe tzn. znalezienie wielu punktów wykresu poprzez wybranie dowolnych odciętych i policzenie dla nich wartości. Po zauważeniu, że układają się wzdłuż dwóch prostych można te proste poprowadzić. 

Te wszystkie zadania dają uczniom okazję do zaciekawienia się abstrakcyjną matematyczną łamigłówką. Wartość bezwzględna to możliwość do odejścia od rutyny algebraicznej ku czemuś ciekawszemu.

                                                                                      Dorota  Grądys
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