Informacje ogólne:

1.Temat: Największy wspólny dzielnik dwóch  liczb – Algorytm Euklidesa.
2. Czas trwania zajęć: 2 godziny

3. Przygotowanie uczniów:

· Znajomość pojęcia algorytmu i specyfikacji zadań

· Znajomość pojęcia iteracja i rekurencja z zastosowaniem w schematach prostych algorytmów

· Znajomość zasad budowania schematów blokowych algorytmów oraz obsługi programu narzędziowego ELI 2.0 Multi Plus.

4. Zajęcia do przeprowadzenia w gimnazjum:

· Klasa II

· Grupa uczniów – 12 osób

5. Zajęcia w szkolnej pracowni komputerowej z wyposażeniem:

· 10 multimedialnych stanowisk komputerowych połączonych siecią lokalną z dostępem do internetu, w tym 9 komputerów jako uczniowskie stacje robocze

· drukarka laserowa

· oprogramowanie – system operacyjny Windows 98 PL i  pakiet Works  4.OPL, serwer – BACK OFFICE  SMALL BUSINESS SERWER, MS OFFICE I dodatkowe oprogramowanie edukacyjne ELI 2.0 Multi Plus.

6. Szczegółowe cele kształcenia na zajęciach:

· Konstruowanie algorytmów i umiejętne stosowanie technik algorytmicznych (iteracji i rekurencji) do rozwiązywania problemów z innych przedmiotów

· Umiejętność przedstawiania tych algorytmów z rozgałęzieniami w postaci schematu blokowego i tworzenie ich przy pomocy programu narzędziowego

· Utrwalanie metod sprawdzania poprawności działania algorytmów 

7. Forma organizacyjna zajęć:

· Zajęcia warsztatowe prowadzone zespołowo, oraz praca indywidualna uczniów.

Uwagi metodyczne:

1. Opis i specyfikacja zadania:

Wykorzystując technikę iteracji zbuduj algorytm, przy pomocy, którego zostanie znaleziony największy wspólny dzielnik (NWD) dwóch nieujemnych liczb całkowitych – m i n. 

2. Wybór metody rozwiązywania – algorytmu:

Rozwiązanie zadania można rozpocząć od sprawdzenia podzielności tych liczb przez kolejne liczby naturalne, począwszy od 2, a kończąc na najmniejszej z liczb m lub n. W trakcie wykonywania działań należy zwrócić uwagę ile razy powtórzyło się dzielenie.

Efektywność takiego algorytmu nie jest zbyt zadowalająca, dlatego należy rozpatrzyć przypadek, gdy jedna z liczb dzieli drugą to wtedy ta mniejsza jest poszukiwanym – NWD.                                                

Natomiast, gdy żadna z nich nie dzieli drugiej, to w wyniku dzielenia większej przez mniejszą otrzymamy resztę r - z dzielenia, co oznacza, że każda liczba dzieląca n i m dzieli również 

resztę – r (na podstawie równania otrzymanego z dzielenia n przez m). 

Inna metoda obliczania NWD, polega na wykonaniu kolejnych odejmowań liczby mniejszej od większej, gdzie większa zostaje zastąpiona otrzymaną różnicą, powtarzając do momentu, aż m i n będą sobie równe.

Wybór korzystniejszego algorytmy należy rozpatrzec dla określonych danych.

3. Opis wybranej metody rozwiązania (algorytmu):

· Przedstawienie algorytmów w postaci listy kroków:

I 
Algorytm Euklidesa (z odejmowaniem) wyznaczania NWD: 

Dane: · dwie naturalne liczby niezerowe: m i n

Wynik: NWD (m, n) – największy wspólny dzielnik n i m

K1: 
jeśli m=n, to m jest szukanym dzielnikiem. Zakończ algorytm.

K2:
dopóki m < > n, od większej liczby odejmij mniejsza i tą większą zastąp otrzymaną różnicą.

K3:
wyprowadź wynik: NWD jest równy pierwszej liczbie.

II 
Algorytm Euklidesa (z dzieleniem) wyznaczania NWD:

Dane:· dwie liczby naturalne m i n, m <=n

Wynik: NWD (m, n) – największy wspólny dzielnik n i m

K1:
jeśli m = 0, to n jest szukanym dzielnikiem. Zakończ algorytm.

K2:
r:=n mod m, n:=m, m:=r.Wróc do K1.

Resztę r w K2 można znaleźć przez kolejne odejmowanie m od n, co jest źródłem algorytmu Euklidesa „z odejmowaniem”.

· Przedstawienie algorytmów za pomącą schematów blokowych.

Załącznik nr 1

Załącznik nr 2

4. Sposób przedstawienia uczniom algorytmu:

· Przedstawienie projektów algorytmów w programie ELI (wersja 2.0), oraz opis ich realizacji.

Załącznik nr 3

Załącznik nr 4

5. Eksperymenty z algorytmem. Działanie algorytmu dla specjalnych danych testowych:

· Dla algorytmu Euklidesa (z dzieleniem), gdy m # 0 mamy:

I
Gdy m dzieli n (lub odwrotnie) to liczba mniejsza z nich stanowi NWD tych liczb np.

NWD(12, 36) = 12

Algorytm wykonuje jedną iteracje,gdy n jest wielokrotnością m, czyli gdy n/m daje r = 0.

II
Gdy m nie dzieli n (i odwrotnie) to z dzielenia większej przez mniejszą otrzymamy resztę większa od 0, ale mniejsza od liczby mniejszej z tych dwóch:


[image: image1.wmf]
n/m, n >=m
  mamy
n=qm + r, 0 <= r < m

1. gdy r =0, NWD(m, n) = m 
 oraz 

2. gdy r # 0, r = n – qm, 
NWD(m, n) = NWD(r, m),
 NWD(0, m) = m
np.

NWD(36, 38)

38 = 1*36 + 2, {r = 2}





36 = 18*2 + 0, {r = 0}

NWD(36, 38) = NWD(2, 36) = 2

Algorytm wykonuje dwie iteracje, gdy m jest wielokrotnością reszty z dzielenia n/m, czyli gdy m/r daje r = 0 np.

NWD(4, 10)

10 = 2*4 + 2, {r = 2}




  
4 = 2*2 + 0, {r = 0}

NWD(4, 10) = NWD(2, 4) = 2

NWD(9, 30)

30 = 3*9 + 3, {r = 3}




 
 9 = 3*3 + 0, {r = 0}

NWD(9, 30) = NWD(3, 9) = 3

NWD(14, 35)

35 = 2*14 + 7, {r = 7}





 14 = 2*7 +  0, {r = 0}

NWD(14, 35) = NWD(7, 14) = 7

III
 Algorytm Euklidesa wykonuje najwięcej iteracji, gdy kolejne ilorazy wynoszą - 1, a resztą z dzielenia jest liczba ciągu Fibonacciego oraz największy wspólny dzielnik liczb m i n wynosi 1 np.

NWD(34, 55)

55 = 1*34 + 21, {r = 21}





34 = 1*21 + 13, {r = 13}





21 = 1*13 +  8,  {r = 8}





13 = 1*8   +  5,  {r = 5}





  8 = 1*5   +  3,  {r = 3}




  
  5 = 1*3   +  2,  {r = 2}




  
  3 = 1*2  +  1,  {r = 1}




  
  2 = 1*1  +  1,  {r = 1}

NWD(34, 55) = NWD(21, 34) = NWD(13, 21) = NWD(8, 13) = NWD(5, 8) = NWD(3, 5) = NWD(2, 3) = NWD(1, 2) = NWD(1,1) = 1

6. Dodatkowe pojęcia pojawiające się podczas zajęć:

· specyfikacja problemu

· sytuacja warunkowa

· liczba powtórzeń, 34) = pętli (liczba iteracji)

· warunek zakończenia działania algorytmu

· Algorytm Euklidesa:

-z dzieleniem

-z odejmowaniem 

-rekurencyjny(dodatkowo): Załącznik nr 5

7. Zdobyte umiejętności i kompetencje ucznia:

· Formułowanie sytuacji problemowej i określanie specyfikacji problemu,

· Zapisywanie rozwiązań problemów jako algorytmów w postaci listy kroków,

· Stosowanie podstawowych konstrukcji algorytmicznych, takich jak iteracja (powtarzanie), działania warunkowe,

· Wykonywanie i testowanie algorytmów za pomocą komputera.

ZAŁACZNIK NR 1

Schemat blokowy algorytmu Euklidesa (z odejmowaniem).




NIE


NIE








ZAŁĄCZNIK NR 2

Schemat blokowy algorytmu Euklidesa (z dzieleniem).









NIE



ZAŁĄCZNIK NR 3

Opis realizacji algorytmu Euklidesa (z odejmowaniem):

· Początek algorytmu

· Wprowadzenie danej: wpisz pierwszą mniejszą z liczb <m>

· Wprowadzenie danej: wpisz drugą większą z liczb <n>

· Sprawdzenie warunku m<> n:

        tak:
nie:

        sprawdzenie warunku m < n:                                                    wyprowadzenie wyniku:

tak:                                       nie:                                            

-wykonanie obliczeń                  -wykonanie obliczeń                        - największym wspólnym                                            

         n:= n-m                                          m:= m-n   
    dzielnikiem dwóch liczb

    m i n jest < m>   

   -koniec algorytmu.



ZAŁĄCZNIK NR 4

Opis realizacji algorytmu Euklidesa (z dzieleniem):

· Początek algorytmu

· Wprowadzenie danej: wpisz pierwszą mniejszą z liczb <m>

· Wprowadzenie danej: wpisz drugą większą z liczb <n>

· Sprawdzenie warunku m<> 0

        tak:
nie:

        wykonanie obliczeń                                                    
wyprowadzenie wyniku:

               r:= n mod m
  -największym wspólnym                                            

               n:= m
   dzielnikiem dwóch liczb

               m:= r 
    m i n jest < n>   

  - koniec algorytmu.



ZAŁĄCZNIK NR 5

Opis realizacji algorytmu Euklidesa (rekurencja):

· Początek algorytmu

· Wprowadzenie danej: wpisz pierwszą mniejszą z liczb <m>

· Wprowadzenie danej: wpisz drugą większą z liczb <n>

· Wywołanie procedury: EukFunk <m, n>

Początek procedury: EukFunk <x, y>

                                                           Sprawdzenie warunku: x = y

                                               tak
nie

                koniec procedury: EukFunk:=x                    sprawdzenie warunku: x > y


             tak
                           nie

                                                              wywołanie procedury               wywołanie procedury

                                              - EukFunk:= EukFunk <x-y, y>   -EukFunk:= EukFunk <x,, y-x>

                                              - koniec procedury EukFunk         -koniec procedury EukFunk

· wyprowadzenie wyniku: Największy wspólny dzielnik dwóch liczb m i n wynosi <k>.

· Koniec algorytmu: koniec rekurencyjnej realizacji algorytmu Euklidesa.
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