Prudnik 08.01.2003

Prawa Keplera w arkuszu kalkulacyjnym?

Omawiając prawa Keplera i prawo powszechnego ciążenia na lekcjach fizyki, podajemy często informację, że prawa Keplera można wyprowadzić z prawa powszechnego ciążenia. Na poziomie szkoły średniej udowodnienie tej tezy w pełnym zakresie jest niemożliwe. Potrafimy jedynie wykazać, że torem orbity planety może być okrąg (a elipsy nie potrafimy już dowieść), również dla orbit kołowych potrafimy wykazać, że z prawa powszechnego ciążenia wynika III prawo Keplera. Pozostałe sytuacje musimy przemilczeć, ale czy na pewno? Istnieje przecież możliwość wykonania symulacji komputerowej opisywanych zjawisk (ruch planet wokół Słońca). Napisanie programu, który będzie symulował ruch planet, dla programisty, lub ucznia zaawansowanego w znajomości dowolnego języka programowania, nie powinno być problemem, w ostateczności można skorzystać z gotowych programów. Pod względem dydaktycznym byłoby jednak znacznie lepiej gdyby uczniowie sami taką symulację napisali. Można ją zrobić bez znajomości języków programowania, wystarczy znajomość obsługi arkusza kalkulacyjnego w podstawowym zakresie, oraz znajomość fizyki i matematyki w zakresie klasy pierwszej szkoły średniej.

1. Przygotowanie teoretyczne symulacji ruchu planet.

Wspólnie z uczniami określamy cele naszej symulacji:

a) wyznaczenie toru orbity planety w postaci tabeli jej współrzędnych w funkcji czasu, na podstawie, której tworzymy wykres toru,

b) obliczenie pól, jakie zakreśla promień wodzący planety w równych odstępach czasu,

c) odczytanie okresów obiegu planet, oraz ich wielkich półosi. 


Cele te osiągniemy za pomocą metody numerycznej. Metoda ta nazywana jest również metodą „krok po kroku”, w której przedział czasowy zjawiska dzielimy na dostatecznie małe przedziały, dla których interesujące nas wielkości możemy traktować jako stałe. Następnie w każdym kroku wykonujemy obliczenia przy pomocy danych z kroku poprzedniego. Jak widać błąd numeryczny popełniony w poprzednim kroku przenoszony jest do bieżącego kroku, a potem do następnego itd., Gdy amplituda przenoszonych błędów nie maleje wraz z wykonywanymi krokami, to możemy otrzymać wyniki znacznie różniące się od rzeczywistych, mówimy wówczas, że metoda jest niestabilna. Z tego powodu tak ważnym staje się dobór metody numerycznej. Opis metod z ich zastosowaniem możemy znaleźć w artykułach R. Kutnera „Kącik fizyki komputerowej”
. W przypadku centralnego pola grawitacyjnego najlepszą metodą jest metoda punktu środkowego. Metodę to można przedstawić przy pomocy wzorów:
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wartościami początkowymi są:
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Początkowy wektor położenia planety względem Słońca
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Początkowe przyśpieszenie grawitacyjne uzyskiwane przez planetę 

Prędkość początkowa planety dla czasu   
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Prędkość początkową należy określić z dużą dokładnością na przykład przy pomocy wzorów:
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2. Przygotowanie danych początkowych.

W encyklopedii wyszukujemy potrzebne informacje na temat planet i Słońca. Wielkości nas interesujące to masa Słońca, peryhelium i aphelium każdej planety. Najczęściej w tabelach podawane są wielka półoś i mimośród, więc peryhelium i aphelium obliczamy przy pomocy wzorów:
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gdzie   a – wielka półoś,   e – mimośród

W poniższej tabeli przedstawione są potrzebne nam dane. Przyjęto za jednostkę czasu 1dobę [d], a za jednostkę długości 1mln km [Gm]. 


[image: image2.wmf]planety

a - półoś wielka 

[Gm]

e - 

mimśród

T - okres    

[d]

peryhelium 

[Gm]

aphelium 

[Gm]

prędkość 

orientacyja w 

[Gm/d]

Merkury

57,91

0,206

87,969

45,981

69,839

3,28

Wenus

108,1

0,00679

224,701

107,366

108,834

3,00

Ziemia

149,598

0,0167

365,2564

147,100

152,096

2,53

Mars

227,9

0,09338

686,738

206,619

249,181

1,89

Jowisz

778,4

0,0483

4332,82

740,803

815,997

1,07

Saturn

1427

0,0559

10759,44

1347,231

1506,769

0,79

Uran

2869

0,047

30688,11

2734,157

3003,843

0,56

Neptun

4500

0,0087

60186,95

4460,850

4539,150

0,47

Ptuton

5900

0,247

90729,69

4442,700

7357,300

0,31

doba w [s]

Masa Słońca 

[kg]

stała G 

[kg

-1

m

3

s

-2

]

stała G'       

[kg

-1

Gm

3

d

2

]

przyśpieszenie 

[Gm/d

2

]

86400

1,99E+30

6,67E-11

4,9791E-28

9,9134E+02


W tabeli umieszczono okresy obiegu planet dla porównania z wynikami otrzymanymi w symulacji, oraz orientacyjną prędkość planety (dla orbity kołowej o promieniu równym peryhelium), jest ona tylko wielkością pomocniczą. Obliczono natężenie pola grawitacyjnego (przyśpieszenie) w odległości jednostkowej (1mln km) od Słońca. Wyszukanie informacji o planetach i wykonanie odpowiednich przeliczeń można zlecić uczniom w postaci zadania domowego.

3. Utworzenie tabel w arkuszu kalkulacyjnym

a) tabela danych początkowych
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vxp – współrzędna x – owa prędkości początkowej planety [Gm/d],

vyp – współrzędna y – owa prędkości początkowej planety [Gm/d],

xp – współrzędna x – owa położenia początkowego planety [Gm],

yp – współrzędna y – owa położenia początkowego planety [Gm],

a(rj) – wartość natężenia pola grawitacyjnego wytwarzanego przez Słońce w odległości jednostkowej (1Gm) [Gm/d2],

dt – podstawowy przedział czasu [d],

dt/100 – pomocniczy przedział czasu [d].

Przyjmujemy, że Słońce znajduje się w środku układu współrzędnych, półoś wielka leży na osi OX, analizowana planeta to Merkury, xp jest równe peryhelium Merkurego, vyp  przyjęto na początek prędkość orientacyjną prędkości Merkurego.

b) tabela obliczeń wstępnych
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t – czas [d];     x, y – współrzędne planety [Gm];     r – odległość od Słońca [Gm];

a – wartość przyśpieszenia grawitacyjnego w punkcie (x,y) [Gm/d2];

ax, ay – współrzędne wektora przyśpieszenia grawitacyjnego [Gm/d2];

vx, vy – współrzędne wektora prędkości w punkcie (x,y) [Gm/d];  
Komórki D5,E5,F5,G5 należy skopiować odpowiednio do komórek D6,E6,F6,G6. Zaznaczamy komórki od A6 do I6, a następnie kopiujemy je w dół do wiersza 55. W komórkach H55 i I55 mamy obliczone wartości prędkości  vxp i vyp dla czasu  

c) tabela obliczeń właściwych



  


Oznaczenia jak w poprzedniej tabeli z wyjątkiem vx i vy, które są współrzędnymi wektora prędkości dla punktu przesuniętego w czasie względem punktu (x,y) o

Podobnie jak w poprzedniej tabeli komórki D59,E59,F59,G59 należy skopiować odpowiednio do komórek D60,E60,F60,G60. Zaznaczamy komórki od A60 do I60, a następnie kopiujemy je w dół do wiersza około 12000.

4. Wykres orbity planety.

Zaznaczamy obszar od B58 do C70 i uruchamiamy kreatora wykresów. Wybieramy wykres XY (punktowy) z punktami danych połączonymi wygładzonymi liniami bez znaczników danych. 


Przechodzimy do następnego kroku i wybieramy zakładkę serię i modyfikujemy wpisy „Wartości X” z $B$70 na $B$12000 oraz wpisy „Wartości Y” z $C$70 na $C$12000.





Następnie wybieramy opcję zakończ. Formatujemy obie osie zmieniając opis z zapisu naukowego na zapis liczbowy z zerową liczbą cyfr po przecinku. Staramy się tak dobrać wielkość pola wykresu aby jednostki na obu osiach były tej samej wielkości. Otrzymujemy następujący wykres. 

Pogrubienia występujące na wykresie są objawem błędów numerycznych. Zmieniając prędkość początkową oraz dt, otrzymujemy różne tory jakimi mógłby poruszać Merkury w polu grawitacyjnym Słońca.  


vy=-6,0 ; dt=0,05




vy=-6,5 ; dt=1


vy=-6,57 ; dt=0,02




vy=6,8 ; dt=0,05

Przedstawione przykłady pokazują, że torem planety mogą być elipsy o różnych półosiach wielkich, oraz parabole i hiperbole. Tym samym wykazaliśmy na podstawie prawa powszechnego ciążenia, że torem planety w ruchu wokół Słońca jest elipsa lub inna krzywa stożkowa.

5. Wyznaczenie okresów obiegu planet wokół Słońca.

Dopasowując prędkość początkową planety tak aby jej orbita miała aphelium zgodne z danymi tablicowymi np. dla Merkurego przy prędkości 
-5,1Gm/d otrzymujemy aphelium 69,9Gm (69,839Gm w tablicy) a okres obiegu wynosi 88,01d, porównując z wynikiem z tablicy 87,969d widzimy bardzo dobrą zgodność (błąd względny <0,05%). W podobny sposób określamy okresy dla pozostałych planet i sprawdzamy zgodność z III prawem Keplera. Wyniki potwierdzają słuszność III prawa Keplera.

6. Sprawdzenie II prawa Keplera

Skorzystamy ze wzoru na pole trójkąta wytworzonego przez dwa wektory o wspólnym początku, jest ono równe ich iloczynowi wektorowemu.     

Niech 
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  będą wektorami wodzącymi to pole trójkąta powstałego po połączeniu końców wektorów wyrazi się wzorem
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Wpisując w komórce J60  formułę „=B59*C60-B60*C59” i powielając ją w dół do końca tabelki otrzymujemy wielkości pól jakie zakreśla promień wodzący planety w jednakowych odstępach czasu. Jak można się było spodziewać otrzymujemy wyniki takie same z dokładnością do sześciu cyfr znaczących.

Podsumowując należy podkreślić, że cała symulacja oparta jest o prawo powszechnego i w całej rozciągłości potwierdza prawa Keplera.











mgr Andrzej Lewandowski


Liceum Ogólnokształcące Nr 1


w Prudniku
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=A5+$G$2





=C2





=D2





=pierwiastek(B5*B5+C5*C5)





=$E$2/(D5*D5)





=-E5*B5/D5





=-E5*C5/D5





=A2





=B2





=B5+H5*$G$2+F5*$G$2*$G$2/2





=C5+I5*$G$2+G5*$G$2*$G$2/2





=H5+F5*$G$2





=I5+G5*$G$2
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=A5+$F$2





=C5





=D5





=pierwiastek(B59*B59+C59C59)





=$E$2/(D59*D59)





=-E59*B59/D59





=-E59*C59/D59





=H55





=I55





=B59+H59*$F$2





=C59+I59*$F$2





=H59+F59*$F$2





=I59+G59*$F$2
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$B$12000





$C$12000








� R. Kutner, Kącik fizyki komputerowej, „Fizyka w Szkole” od nr 5/1987 do nr 5/1989.  
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Arkusz1

		

		planety		a - półoś wielka [Gm]		e - mimśród		T - okres    [d]		peryhelium [Gm]		aphelium [Gm]		prędkość orientacyja w [Gm/d]

		Merkury		57.91		0.206		87.969		45.981		69.839		3.28

		Wenus		108.1		0.00679		224.701		107.366		108.834		3.00

		Ziemia		149.598		0.0167		365.2564		147.100		152.096		2.53

		Mars		227.9		0.09338		686.738		206.619		249.181		1.89

		Jowisz		778.4		0.0483		4332.82		740.803		815.997		1.07

		Saturn		1427		0.0559		10759.44		1347.231		1506.769		0.79

		Uran		2869		0.047		30688.11		2734.157		3003.843		0.56

		Neptun		4500		0.0087		60186.95		4460.850		4539.150		0.47

		Ptuton		5900		0.247		90729.69		4442.700		7357.300		0.31

		doba w [s]		Masa Słońca [kg]		stała G [kg-1m3s-2]		stała G'       [kg-1Gm3d2]		przyśpieszenie [Gm/d2]

		86400		1.99E+30		6.67E-11		4.97912832E-28		9.9134E+02
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