SITO ERATOSTENESA
Eratostenes był ważną postacią, odegrał istotną rolę w rozwoju teorii liczb. Urodził się w Syrenie (Afryka) w 276 p.n.e. Był on, jak wielu uczonych Starożytności, człowiekiem niezwykle wszechstronnym – matematykiem, geografem, filozofem; pisał poezje. Wsławił się tym, że wyznaczył promień Ziemi w czasach, gdy mało, kto wierzył w jej kulistość, a uzyskany przez niego wynik był zadziwiająco dobry – błąd wynosił, około 20%, co – biorąc pod uwagę niedoskonałość przyrządów pomiarowych, było wynikiem bardzo dobrym. Porównał on długości cieni rzucanych w południe przez dwie długie tyczki ustawione w Aleksandrii i w dzisiejszym Asuanie (w samo południe słońce oświetlało dno studni, w Aleksandrii Eratostenes zmierzył, także w Asuanie samo południe, odchylenie promienia słonecznego od pionu). Znając odległości miedzy tymi miejscowościami ( A ) i kąt odchylenia (
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), znalazł promień Ziemi ze wzoru R = 
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Eratostenesa nazywano pentatlasem albo betą, czyli numer dwa ówczesnego świata nauki. Gdy miał około pięćdziesiątki, został wychowawcą następcy tronu. Był też głównym bibliotekarzem w Bibliotece Aleksandryjskiej. Pod koniec życia stracił wzrok. Zmarł około 194 – 196 p.n.e. śmiercią filozofów, tzn. popełnił samobójstwo. 

Nic nie zachowało się z jego twórczości, a o wyznaczeniu promienia Ziemi na ogół się zapomina. Natomiast historia matematyki utrwaliła jego nazwisko jako autora sita Eratostenesa. Podał on algorytm wyznaczania liczb pierwszych nazwany od jego nazwiska „sitem Eratostenesa”.
Liczby pierwsze to takie liczby naturalne, które są podzielne wyłącznie przez 1 i przez samą siebie – każda liczba pierwsza ma, więc dwa dzielniki naturalne. Liczba 1 ma tylko jeden dzielnik i dlatego nie jest liczbą pierwszą, choć Eratostenes uważał ją za liczbę pierwszą. 
Jak wyznaczać kolejne liczby pierwsze?
Można oczywiście sprawdzać po kolei, czy każda liczba jest podzielna przez inną liczbę, różną od 1 i od niej samej. Zajmie to jednak sporo czasu. To właśnie Eratostenes znalazł szybki sposób, aby bez sprawdzania podzielności wyznaczyć liczby pierwsze. Do dnia dzisiejszego matematyka nie zna lepszego sposobu.
Jak to zrobił Eratostenes?

W papirusie, na którym były napisane kolejne liczby naturalne, wypalał dziurki w miejscach, gdzie były liczby niepierwsze. Otrzymał w ten sposób jakby „sito”, które odsiało zbędne liczby a pozostawiło liczby pierwsze. Tak jak rolnik odsiewa wartościowe ziarno od bezużytecznych plew, tak Eratostenes oddzielił cenne liczby pierwsze od zwyczajnych liczb złożonych.
Wielkim odkryciem, dzięki któremu Eratostenes i jego „sito” przetrwało do dnia dzisiejszego, jest jednak nie to, że wyznaczył liczby pierwsze, ale sposób, w jaki usunął zbędne liczby. Nie zastanawiał się nad dzielnikami każdej liczby, tylko usuwał wielokrotności liczb pierwszych począwszy od 2. 
Prześledźmy ideę Eratostenesa na przykładzie. Przypuśćmy, że chcemy znaleźć liczby pierwsze od 1 do 100.

Ustawmy liczby w ciąg:

1     2     3     4     5     6     7     8     9    10
11   12   13   14   15   16   17   18   19   20
21   22   23   24   25   26   27   28   29   30

31   32   33   34   35   36   37   38   39   40

41   42   43   44   45   46   47   48   49   50
51   52   53   54   55   56   57   58   59   60

61   62   63   64   65   66   67   68   69   70

71   72   73   74   75   76   77   78   79   80

81   82   83   84   85   86   87   88   89   90

                 91   92   93   94   95   96   97   98   99   100
1 nie jest liczbą pierwszą, wiec ją skreślamy. Listę rozpoczyna liczba 2 jest to liczba pierwsza. Teraz wykreślamy wszystkie liczby podzielne przez 2.

1     2     3     4     5     6     7     8     9    10

11   12   13   14   15   16   17   18   19   20
21   22   23   24   25   26   27   28   29   30
31   32   33   34   35   36   37   38   39   40
41   42   43   44   45   46   47   48   49   50
51   52   53   54   55   56   57   58   59   60
61   62   63   64   65   66   67   68   69   70
71   72   73   74   75   76   77   78   79   80
81   82   83   84   85   86   87   88   89   90
                 91   92   93   94   95   96   97   98   99   100
Najmniejszą liczbą jest teraz liczba 3 – liczba pierwsza gdyby nią nie była, to dzieliłaby się, przez 2, ale wtedy była by wykreślona. Skreślamy teraz liczby podzielne przez 3.

1     2     3     4     5     6     7     8     9    10

11   12   13   14   15   16   17   18   19   20
21   22   23   24   25   26   27   28   29   30
31   32   33   34   35   36   37   38   39   40
41   42   43   44   45   46   47   48   49   50
51   52   53   54   55   56   57   58   59   60
61   62   63   64   65   66   67   68   69   70
71   72   73   74   75   76   77   78   79   80
81   82   83   84   85   86   87   88   89   90
                 91   92   93   94   95   96   97   98   99   100
Najmniejszą liczbą na liście jest liczba 5. Jest to liczba pierwsza (argumentacja jak dla 3). Skreślamy teraz liczby podzielne przez 5 i większe od 5.

1     2     3     4     5     6     7     8     9    10

11   12   13   14   15   16   17   18   19   20
21   22   23   24   25   26   27   28   29   30
31   32   33   34   35   36   37   38   39   40
41   42   43   44   45   46   47   48   49   50
51   52   53   54   55   56   57   58   59   60
61   62   63   64   65   66   67   68   69   70
71   72   73   74   75   76   77   78   79   80
81   82   83   84   85   86   87   88   89   90
                 91   92   93   94   95   96   97   98   99   100
Najmniejszą liczbą na liście jest liczba 7 – liczba pierwsza. Wykreślamy wielokrotności tej liczby.
1     2     3     4     5     6     7     8     9    10

11   12   13   14   15   16   17   18   19   20
21   22   23   24   25   26   27   28   29   30
31   32   33   34   35   36   37   38   39   40
41   42   43   44   45   46   47   48   49   50
51   52   53   54   55   56   57   58   59   60
61   62   63   64   65   66   67   68   69   70
71   72   73   74   75   76   77   78   79   80
81   82   83   84   85   86   87   88   89   90
                 91   92   93   94   95   96   97   98   99   100
Najbliższą liczbą w naszej tablicy jest 11. Jest to liczba pierwsza.

Należy postawić pytanie jak długo należy kontynuować sposób Eratostenesa, aby mieć pewność, że wyznaczyliśmy wszystkie liczby pierwsze w danym zakresie?
Do znalezienia wszystkich liczb pierwszych wystarczy badać liczby pierwsze mniejsze od pierwiastka kwadratowego z liczby, do której chcemy wyznaczać liczby pierwsze. W naszym przykładzie szukaliśmy liczb pierwszych wśród liczb od 1 do 100. Najbliższą liczbą pierwszą jest 11, a 
[image: image3.wmf]100

= 10 < 11, więc znaleźliśmy wszystkie liczby pierwsze w przedziale (1;100). Stąd liczby pierwsze w rozpatrywanym przedziale:
2  3  5  7  11  13  17  19  23  29  31  37  41  43  47  53  59  61  67  71  73  79  83  89  97

Nie ma możliwości, aby pozostała liczba złożona, ponieważ każda taka liczba jest podzielna przez jakąś liczbę od niej mniejszą. 
Uogólniając: niech będzie danych N liczb naturalnych. Wyznaczając liczby pierwsze metodą „sita Eratostenesa” wystarczy badać liczby pierwsze niewiększe od 
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. 
Dzieje się tak, dlatego, że biorąc pod uwagę liczbę pierwszą p, zaczynamy skreślanie od liczby p2 – mniejsze wielokrotności p są już skreślone (dzielą się przez liczbę mniejszą od p). Omówiona metoda – po wykonaniu [N1/2] kroków – wyznacza wszystkie liczby pierwsze w danym zbiorze. Jednak, aby znaleźć przynajmniej jedną liczbę pierwszą większą od N, musimy cały proces powtórzyć od początku. 

Od ponad 2500 lat wyznacza się liczby pierwsze tą metodą i nikt nie spotkał błędu, a co ciekawe, nie wynaleziono do tej pory szybszego sposobu na wyznaczanie wszystkich liczb pierwszych ( w danym zakresie). 
 Liczb pierwszych jest nieskończenie wiele – podobno w przedziale liczb naturalnych jest ich około 14%, tzn. że w jednym milionie liczb jest ich nie więcej niż 140 tys. Wielka popularność i zastosowanie praktyczne zawdzięczają liczby pierwsze kryptografii, są one w niej jednym z elementów kluczowych. Przy kodowaniu informacji i w kryptografii są potrzebne duże liczby. Dlatego obecnie tak wiele uwagi poświęca się znajdowaniu coraz większych liczb pierwszych. Dzięki wysiłkowi XIX – wiecznych badaczy opublikowano tablice zawierające wszystkie liczby pierwsze i rozkłady liczb złożonych na czynniki aż do 10 milionów. Wysiłek ten został opublikowany w 1909 roku przez Derricka Normalna Lehmera – „Factor Table For the First Milion”. W 1914 roku ten sam autor opublikował listę wszystkich liczb pierwszych mniejszych od 10 milionów. Tablice te wyliczono za pomocą „sita Eratostenesa”. Papier, na którym Lehmer zapisywał swoje obliczenia, spoczywał na bardzo długim stole. Ciekawostką może być fakt, ze J.F.Kulik 
( matematyk żyjący na przełomie XVIII i XIX wieku, profesor uniwersytetu w Pradze) spędził 20 lat życia na ręcznym sporządzeniu tablic liczb mniejszych od 100 milionów, ale jego praca nigdy nie została wydana, tom poświęcony liczbom od 12.642.600 do 22.852.800 zaginął. Dziś dzięki nowoczesnym komputerom zadanie to może być wykonane bardzo szybko, nawet w ciągu jednego popołudnia. Programiści i matematycy zajmujący się tym problemem wykorzystują „sito Eratostenesa”, uważają także ( na razie teoretycznie), że można je zmodyfikować (zrobić z niego nieskończone „sito”). Na stronach internetowych www.republika.pl/romaldi można znaleźć takie teoretyczne rozważania, wykorzystujące metody matematyczne, natomiast na stronie www.wsz.pwn.com.pl/files/sito/er6.htm można znaleźć grę wykorzystującą algorytm Eratostenesa.
Kilkadziesiąt tysięcy ochotników na świecie poszukuje liczb pierwszych przy pomocy swoich domowych komputerów. Za pomocą Internetu łączą się z komputerem firmy Entropia.com., który koordynuje ich działania – rozdziela zadania, zbiera wyniki, kontroluje przebieg poszukiwań. Znalazca rekordowej liczby otrzyma nagrodę 50tys. dolarów od Frontier Fundation – promującej programowanie rozproszone, 100tys. dolarów przewidziano dla osoby, która znajdzie liczbę pierwszą posiadającą 10mln. cyfr. Jedna z największych liczb pierwszych to 2 13466917 -1 zawiera w swoim zapisie dziesiętnym 4mln 53tys946 cyfr, a 7.07.1999 r. znaleziono większą liczbę pierwszą – 269725932-1.
PRZYKŁADOWE PROGRAMY KOMPUTEROWE

1. PROGRAM Sito_Eratostenesa;

Uses crt;

       const max=2400;

 var  liczba, n : longlnt;

t: array [1..max] of longlnt;

begin

  clrscr;

  for liczba:=2 to round (sqrt(max)) do 
          if t[liczba*n]:=1 then 

              for n:=2 to max div liczba do

                  t[liczba*n]:+1;

for n:=2 to max do
  if t[n] = 0 then write (n:5);

readln (n);

end.

2.  PROGRAM Sito_Eratostenesa;

 Uses crt;
Const n_max =500;
TYPE 
          sito_Era = array[1..max] of  integer;                    

          pierwsze_liczby = array[1..max] of  integer;

Var    n: integer;

         sito: sito_Era;

         pierwsze: pierwsze_liczby;

         ile_liczb: integer; 

         i, j, k: integer;
begin
clrscr;
Writeln (‘sito Eratostenesa’);
Writeln (‘Wyznaczanie liczb pierwszych’); Writeln;

Witeln (‘Zakres przeszukiwania liczb od 1 do 2n’);

Write (‘Podaj n (n<=500), n= ‘);

Readln (n);

  ile_liczb:= n;

  j:=1;

      for i:=1 to n do
            sito[i]:= 2*i +1;

pierwsze[j]:=2;

           While ile_liczb >1  do

                 begin
         j:=j+1;

         pierwsze[j]:= sito[1];

         k:=1; i:=1; 

                     While  i<= ile_liczb  do
                        begin
                        if  (sito[i] mod pierwsze[j]) <>0  then
                            begin
                                 sito[k]:= sito[i];
                     k:=k+1;

                 end; 
             i:=i+1;
                          end;

      ile_liczb:=k-1;

end;

Writeln;

Writeln (‘Liczby pierwsze z zakresu 1- ‘, 2*n);

       For  i:=1  to  j  do  write  (pierwsze[i]:5);

Repeat  until   KeyPressed;

end.       
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