Klasyfikacja zadań matematycznych według koncepcji Ajdukiewicza

                             i jej konsekwencje szkolne.

Nauczanie wielu działów matematyki szkolnej realizowane jest poprzez rozwiązywanie zadań. Z zadaniem związane są pojęcia tekstu, rozwiązania 

i wyniku końcowego.

Zwykle częścią tekstu zadania są zdania, które informują o wprowadzonych oznaczeniach, danych zadania, jego założeniach. Zasadniczą częścią tekstu jest polecenie (rozkaz) czy też pytanie. Rozważania dotyczące tego typu zadań ogranicza się tutaj do przypadku, gdy polecenie dotyczy dowodu ( uzasadnienia, wykazania) danego twierdzenia.


Przyjmuje się, że schemat takich rozkazów jest postaci :

1) wykaż, że p,

gdzie p oznacza dowolne zdanie oznajmujące.


Pytania mogą  być pytaniami rozstrzygnięcia czy też pytaniami dopełnienia. Pierwsze zaczyna się zwykle od partykuły „czy”, po niej następuje zdanie oznajmujące, pytanie kończy  oczywiście znak „?”.

Jeżeli litera p oznacza zdanie oznajmujące, to schemat pytania rozstrzygnięcia można zanotować następująco:

2) czy p?

W języku potocznym pytania dopełnienia nie mają jednak tej postaci, najczęściej  

jednak, nie zmieniając sensu, można je sformułować  następująco:

3) dla jakich x,  F(x) ?,

gdzie „F(x)” jest odpowiednią formą zdaniową.

Zadania tego typu, tj. zadania, których istotną częścią tekstu jest rozkaz (polecenie), pytanie rozstrzygnięcia lub dopełnienia o schematach 1-3 nazywa się odpowiednio: zadaniami wykazania, rozstrzygnięcia, dopełnienia.


Zespół czynności myślowych kierowanych przez polecenie lub pytanie jest rozwiązaniem zadania. Wybór tych czynności wraz z wynikiem końcowym stanowi podstawę oceny zadania.

Natomiast wynik końcowy zadania jest rezultatem rozwiązania, czyli czynności myślowych kierowanych poleceniem lub pytaniem. Jest on stwierdzeniem wykonania poleconego uzasadnienia twierdzenia lub uzasadnioną odpowiedzią 

na postawione pytanie. Wynik końcowy w ostatecznym rozrachunku łączy się 

z oceną zadania.


Obszerną klasyfikację rozumowań. opracował Kazimierz Ajdukiewicz. 

Dzieli on rozumowania na proste i złożone. Podział ten zależy od tego czy do rozwiązania określonego zagadnienia potrzeba tylko jednego procesu wnioskowania lub wyprowadzania, czy też więcej. Ajdukiewicz nadaje pojęciu rozumowania bardzo szeroki zakres, gdyż ujmuje w nim:

· wszelkie procesy inferencyjne,

· procesy wyprowadzania, czyli inferencji „na niby”,

· procesy rozwiązywania zadań i zagadnień dokonywane przy użyciu inferencji 

      lub wyprowadzania.

Klasyfikacja ta wynika z podziału rozumowań na:

· procesy inferencji lub wyprowadzania,

· procesy myślowe spontaniczne i kierowane zadaniem.

Rozumowanie proste dzieli Ajdukiewicz na: dedukcyjne uprawdopodobniające 

i logicznie bezwartościowe. Rozpatruje różne rodzaje zadań, które można rozwiązać za pomocą wnioskowania lub wyprowadzania. Wśród tego typu rozumowań wyróżnia wnioskowanie spontaniczne – nie kierowane żadnym zadaniem oraz rozumowanie kierowane. Dla tych rozważań szczególnie ważne są rozumowania kierowane zadaniem wykazania, rozstrzygnięcia  i dopełnienia.

Zauważmy, że:

1. Zadania wykazania wyznaczają w sposób jednoznaczny zdanie, które ma być uzasadnione.

2. Zadania rozstrzygnięcia wyznaczają zdanie, w którym powinno być uzasadnione bądź zdanie oznajmujące, które jest częścią pytania rozstrzygnięcia, bądź jego negacja.

3. Zadania dopełnienia wyznaczają zwykle zdania, w których uzasadnione powinno być każde zdanie prawdziwe, które powstaje z formy zdaniowej będącej częścią pytania, poprzez podstawienie za zmienną konkretnej nazwy.

Od zadań postaci: „ wykaż, że p”, „czy p?”,  które można nazwać niezłożonymi zadaniami wykazania oraz rozstrzygnięcia, odróżniamy złożone (koniunkcyjne) zadania wykazania  postaci: wykaż, że p i wykaż, że p2, i ..., i wykaż, że pn oraz złożone zadania rozstrzygnięcia postaci: czy p1 ? i czy p ?, i ..., i czy pn ?






Zadania równorzędne


Istnieje grupa zadań, które ze względu na podany tekst można łączyć 

w trójki zadań: wykazania, rozstrzygnięcia i dopełnienia. Relację, która łączy zadania ze względu na tekst w taką właśnie jedną trójkę oznacza się symbolem  δ. Poza tym przyjmuje się następujące oznaczenia: Z ,Z2 ,Z3  są dowolnymi zadaniami odpowiednio wykazania, rozstrzygnięcia i dopełnienia. Teksty tych zadań są zgodne ze schematami 1, 2, 3; przy czym zdanie p jest dowolnym podstawieniem formy zdaniowej F(x) lub też wyrażeniem V F(x),  T, T2, T3  oznaczają odpowiednio teksty zadań Z, Z2, Z3 .                                              x

 
Dla prowadzonych rozważań dogodne jest też wprowadzenie pojęcia zadań równorzędnych, zadań równorzędnych w znaczeniu węższym i zadań prawie równorzędnych. Pomiędzy zadaniami równorzędnymi w każdym z tych zadań zachodzi relacja δ oraz pewne ściślejsze związki.


Relację δ charakteryzujemy następująco:

( Z, Z2, Z3, ) є δ  ( ( Z, Z2) є δ′  ۸ (Z, Z3 ) є δ( ۸ (Z2, Z3) є δ((, przy czym relacje δ(, δ(, δ((określone są w następujący sposób:
a) Zı δ′ Z2 (V (Tı =„ wykaż, że p” ۸ T2 = „czy p?”),

          p
b) Zı δ″Z3  ( V  V ( Tı = „wykaż, że p″ ۸ T3 = „dla jakich x, F(x)?” ),

 
           F(x) p


            

c)   Z2 δ″′ Z3 (  V  V ( T2 = „ czy p?” ۸ T3 = „ dla jakich x, F(x)?”).


           F(x)    p
Widzimy, że relacja δ′ zachodzi, gdy w tekstach występuje to samo zdanie oznajmujące; 

relacja δ″, gdy występujące w tekście zadania zdanie oznajmujące jest dowolnym podstawieniem formy zdaniowej, która  występuje w tekście zadania lub też powstaje z niej poprzez poprzedzenie jej kwantyfikatorem szczegółowym, analogiczny sens ma relacja δ′″.

W zadaniach, o których tu mowa , zdanie oznajmujące będące podstawieniem form zdaniowych mogą różnić się nieistotnie sposobem sformułowań.

(α)     Przy założeniu, że V F(x) zadania: 

                                        x
1)  wykaż, że V  F(x),


           x

2)  czy  V   F(x),

             x

3)  dla jakich x, F(x)?

nazywamy zadaniami równorzędnymi w sensie  α .

Zadanie „wykaż, że V F(x)” możemy rozumieć w ten sposób, że należy wykazać 



          x

prawdziwość zdania V F(x) przez podanie przykładu lub dowodu. Za odpowiedź

                                  x

prawdziwą na zadanie rozstrzygnięcia i dopełnienia uważamy między innymi zdanie F(a), gdzie a jest jedynym przedmiotem spełniającym formę zdaniową F(x). Zadania podlegające pod ten schemat powinny spełniać jedyny warunek; 

jest nim zdanie V F(x). Są to zdania niezłożone. Treść żadnego z zadań 

                          x

należących do trójki uporządkowanej nie sugeruje wyniku. Rozwiązujący poszukują rozwiązania nie znając wyniku końcowego, a jedynie wykorzystują podane w treści zadania związki. Analiza zadań, spełniających powyższe założenie, pozwala stwierdzić, że są one umieszczone najniżej w hierarchii rozważanych zadań równorzędnych.

Przykładem tego typu zadań są następujące zestawy zadań:            

    

I1.     Udowodnij, że można tak dobrać liczby k, l, n, by wielomiany

               

      x³ + 8 i ( x+2) [kx² +(k-l)x+n] były równe.
        

         

I2.     Czy można tak dobrać liczby  k, l, n,  by wielomiany  

x³+8 i (x+2)[kx²+(k-1)x+n] były równe?



     

   

I3.     Dla jakich wartości liczbowych  k, l, n  wielomiany 

x³+8 i (x+2)[kx²+(k-1)x+n] są równe?

Dla formy F(k,l,n) spełniony jest warunek: V{ (x+2)[ kx²+(k-l)x+n] = x³+8 }.

 




         (k,l,n)

Istotnie istnieje dokładnie jedna trójka uporządkowana liczb spełniających rozważaną formę zdaniową tj. trójka (1,3,4) – jeżeli bierzemy pod uwagę uporządkowanie (k,l,n).

Oto inny przykład:

II1.    Wykaż, że istnieje liczba m taka, że funkcja f(x) = (2m + 4 )x-3 była stała?

II2.    Czy można dobrać liczbę m tak, aby funkcja f(x) = (2m + 4)x - 3 była stała?

II3.    Dla jakich wartości m funkcja f(x) = ( 2m + 4)x - 3 jest stała?

Spełniony jest tutaj warunek: V ( 2m + 4 = 0).


                                     m






        
Rozważmy formę zdaniową  Φ(x,y) = y = kx² - 4 ,    kєR.

Dla tej formy spełniony jest warunek  V [(1,-3) є{(x,y): y = kx² - 4}].






   k
Trójka zadań odpowiadających tej formie zdaniowej jest następująca:

III1.   Udowodnij, że istnieje liczba k taka, że wykres funkcji y  = kx² - 4 przechodzi przez punkt P(1,-3). 





     
III2.  Czy można tak dobrać liczbę k, aby funkcja y = kx ²- 4 przechodziła przez 

punkt P(1,-3)?
III3.  Dla jakich wartości k funkcja y = kx²- 4 przechodzi przez punkt P(1,-3)?  


We wszystkich trzech przykładach występują trójki zadań równorzędnych w sensie α.

(α)       Przy założeniach:

a) V1  F(x),

 x

b) a = jedyne x takie, że F(x),

zadania: 1)  wykazać, że F(a),

              2)  czy F(a)?

             3)  dla jakich x, F(x)?

nazwiemy zadaniami równorzędnymi w sensie  α.

Są to również zadania niezłożone, chociaż założenie wzbogacone jest o warunek b). Widzimy poza tym, że w treści zadań wykazania, rozstrzygnięcia zawarty jest wynik końcowy. Uczeń szuka więc dróg rozwiązań znając rezultat, który powinien otrzymać.

Jako przykład niech służą następujące trójki zadań:

I1.
W trapezie równoramiennym mamy dane: długość podstawy AB = c, długość krótszej podstawy CD = b oraz wysokość h. Ramiona trapezu przedłużamy do przecięcia się w punkcie P. Powstanie w ten sposób trójkąt APB. Udowodnij, że wysokość opuszczona z wierzchołka P jest równa ch/c-b.
I2.
W trapezie równoramiennym mamy dane: długość  dłuższej podstawy 

AB = c,  długość krótszej podstawy CD = b oraz wysokość h. Ramiona trapezu przedłużamy do przecięcia się  w punkcie P. Powstanie w ten sposób trójkąt APB. Czy wysokość opuszczona z wierzchołka P jest równa ch/c-b?

I3.
W trapezie równoramiennym mamy dane: długość dłuższej podstawy 

AB= c, długość krótszej podstawy CD = b oraz wysokość h. Ramiona tego trapezu przedłużamy do przecięcia się w punkcie P. Powstaje w ten sposób trójkąt APB. Jak wyrazić wysokość tego trójkąta opuszczoną z wierzchołka P za pomocą danych c, b, h?

Spełniony jest tutaj warunek:

 V  (h = c h / c – b),      h  - wysokość opuszczona z wierzchołka P.

(c,b,h)

a = jedyna trójka (c, b, h) taka, że h = c h / c – b.

Kwantyfikator jednostkowy można tutaj użyć pod warunkiem, że trójkę ( c, b, h) traktuje się jako trójkę uporządkowaną. 

II1.
Ojciec ma 48 lat, a syn 21. Wykaż, że przed 18 laty ojciec był 10 razy starszy od syna.

II2.
Ojciec ma 48 lat, a syn 21. Czy przed 18 laty ojciec był 10 razy starszy 

od syna?

II3.
Ojciec ma 48 lat, a syn 21. Przed ilu laty ojciec był 10 razy starszy 

od syna?

Warunki  a) i b)  wymienione na wstępie tego paragrafu mają tutaj postać:

 V [48 – x = 10 (21 – x)],

  x

a = jedyne x takie, że  48 – x = 10 (21 – x).

A oto przykłady trójek zadań równorzędnych w sensie α3.

I1.
Udowodnij, że relacja przystawania odcinków jest relacją typu równoważności.

I2.
Czy relacja przystawania odcinków jest relacją typu równoważności?

I3.
Które z własności relacji typu równoważności spełnia relacja przystawania odcinków?
II1.
AB(  i CD ( są  półprostymi zawartymi w prostej a. Wykaż, że można tak dobrać punkty A, B, C, D, by zbiór AB( ∩ CD(  był: a) półprostą, b) odcinkiem, c) zbiorem pustym.

II2.
AB ( i CD ( są  półprostymi zawartymi w prostej a. Czy można tak dobrać punkty A, B,C, D, by zbiór AB(∩  CD( był: a) półprostą, b) odcinkiem, 

c) zbiorem pustym?

II3.
AB( i CD ( są półprostymi zawartymi w prostej a. Jaką figurą może być zbiór 

AB( ∩ CD(  w zależności od położenia punktów A, B, C, D na prostej a?

Przy założeniu (istotnym dla tych zadań), że V F(x) i do tego jeśli można 

                                                                                  x
przypuścić, że rozwiązując zadania  wykazania i rozstrzygnięcia należących 

do tych trójek uczeń musi je poprzedzić rozwiązaniem zadania dopełnienia, zadania:

1) wykaż, że V F(x),

                                   x

2) czy V F (x)?

             x

3) dla jakich x, F(x)?

nazwiemy prawie równorzędnymi w sensie  α .

Przykładowe trójki takich zadań:

I1.     Dany jest ciąg arytmetyczny, w którym aı = 34, r = ­ 10. Udowodnij, że istnieje wyraz tego ciągu mniejszy od liczby –150.

I2.     Dany jest ciąg arytmetyczny, w którym aı = 34,  r = -10. Które wyrazy tego ciągu są mniejsze od liczby –150?

I3.     Dany jest ciąg arytmetyczny, w którym aı =34,  r = -10. Które wyrazy tego ciągu są mniejsze od liczby – 150 ?


Forma zdaniowa zmiennej an ma postać :  an < - 150 . Odpowiednie zdanie ma postać: V (an <-150).

an

II.   Wykaż, że funkcja y = x ²- 4 posiada miejsce zerowe.

II2.   Czy funkcja y = x²- 4 posiada miejsce zerowe?

II3._Dla jakich wartości argumentu x funkcja y = x² - 4 posiada miejsca zerowe?


Forma zdaniowa ma postać: F(x) = x ²– 4 = 0.

Prawdziwe jest zdanie V V [xı ≠ x2  ٨ F(x1) ٨ F(x2)].

                                     x  x2                                

III1.  Wykaż, że zdanie  ٨   x²>9 jest fałszywe.




                                    xєR

III2  Czy zdanie   ٨   x²>9 jest fałszywe?



                      xєR

III3.  Dla jakich x forma zdaniowa x²>9 nie jest spełniona?



Badamy formę zdaniową F(x) =  x² > 9 

Dla rozwiązania zadania III3 badamy formę ( x² ≤ 9).


Analiza rozwiązań zadań potwierdza  hipotezę, że wyniki końcowe jak również tok rozwiązań są jednakowe dla wszystkich trójek zadań.

Sformułowanie zadań wpływa niewątpliwie na efektywność rozwiązania. Praktyka szkolna dowodzi, że najwięcej problemów mają uczniowie 

 rozwiązując zadania sformułowane sposobem wykazania. Sytuacja ta ma miejsce na wszystkich szczeblach nauczania szkolnego. Uczniowie przyzwyczajeni codzienną praktyką szkolną dobrze radzą sobie z ujęciami, które preferuje nauczyciel, inne przysparzają pewne trudności. W związku z powyższym uważam, że należy podawać do rozwiązania zadania 

w omawianych trzech sformułowaniach nie wyróżniając żadnego z nich.

Przeprowadziłam  na lekcjach ćwiczenia polegające na nadawaniu zadaniom innego sformułowania. Po wielu lekcjach takich ćwiczeń, uczniowie traktowali je jako pewną formę zabawy. 


Jednym z praktycznych sposobów  przyzwyczajania uczniów do poprawnego i celowego formułowania problemów jest układanie zadań przez samych uczniów, co praktykowane jest w nauczaniu zintegrowanym, a  niemalże zaniechane w dalszym etapie nauki szkolnej. 

W tych rozważaniach nie można pominąć wartości wskazówek nauczyciela w toku rozwiązywania zadania matematycznego. Odpowiednio wyrażona zmienia sytuację ucznia, uaktywnia ucznia.


Uczniowie wyraźnie unikają zadań, w których występują słowa: uzasadnij, wykaż, udowodnij. Ogólnie zauważa się, że uczniowie niechętnie podchodzą do sprawy dowodzenia , nie widzą potrzeby i wartości dowodu. Należy uwzględniać i te zadania, które wymagają wykonywania konstrukcji, tworzenia nowych pojęć, wysuwania i sprawdzania hipotez. Konieczna jest przy tym troska nauczyciela o to, aby uczniowie doskonalili umiejętność wypowiadania się w mowie i piśmie.

Aby uaktywnić uczniów, a przede wszystkim zainteresować problemem dowodzenia 

i rozwiązywania zadań można uwzględnić tzw. metodę przedłużania zadań, rozwiązując kolejne szczeble zadań.

Oto przykład takiego zadania:                                      

     Rozwiąż w zbiorze liczb naturalnych układ równań:    x ² + y = 2






                                                                 x + y² = 2

 Jako przedłużenia zadania można rozwiązać układ równań:      x² + y = 3








                                           x + y² = 3

Przedłużenie zadania może polegać również na uzmiennieniu wykładnika oraz na uzmiennieniu wyrazu wolnego. Otrzymamy wówczas następujący układ równań:  

x ⁿ+ y = m

x + yⁿ = m.


Wydaje się, że większość uczniów zdobędzie wymienione umiejętności, gdy każdy nauczyciel będzie mistrzem w swoim zawodzie. Należy mieć nadzieję, że sprzyjać będzie temu obecna reforma oświaty  (zanim zmieni ona nauczyciela w typowego urzędnika).
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